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PREFACIO

La primera edicién rusa de Elemenios de la feoria de funcio-
nes y del andlisis funcional aparecié en dos fasciculos en 1954
y 1960. La publicacién de estos dos fasciculos se debié a que,
a finales de la década del 40, fue incluido en el programa de
la Facultad de Mecénica y Matemaiticas de la Universidad de
Mosctl el curso de Andlisis /7] que comprendia elementos de la
teoria de medida y de la {eoria de funciones, ecuaciones inte-
grales, mociones del anélisis funcional y, més tarde, calculo de
variaciones. Este curso, dictado en la Universidad de Mosch
primero por Andréi Kolmogdrov y luego por otros profesores,
entre ellos Serguéi Fomin, integré posteriormente también los
programas de otras Universidades. Debido a su reducida tirada,
la edicién de nuesiro libro se agoid ripidamente y hace tiempo
que surgié la pecesidad de reedifarlo.

La sustitucién de los cursos de la teoria de funciones de
variable real, de ecuaciones integrales y de caleulo de varia-
ciones por el curso unificado de Andlisis /17 en la Universidad
de Mosch, dio lugar a grandes discusiones en su fiempo. El
curso tenia por objeto habifuar a los estudiantes a una visién
doble: por una parte, seguir la légica interna del desarrollo de
la teoria de conjunios, de la teoria general de aplicaciones con-
tinuas en espacios métricos y topoldgicos, de la teorfa general
de espacios lineales y de funcionales y operadores en elios y de
la teoria pura de medida e infegracion en «espacios generales
provistos de medidas, y por ofra parte, no perder de vista los
problemas del analisis ¢clasico y del aplicado, a los que prestan
servicio estas ramas mas abstractas de las Matematicas.
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Para resolver esta tarea, en la planificacién del libro damos
preferencia a fa linea abstracta de estructuracién del curso. De
la teoria general de conjunfos (capitulo I) se puede pasar o bien
a los espacios métricos y topoldgicos y sus aplicaciones continuas
(capitulo II), o bien, directamente, a los espacios provistos de
medida (sin topologia) y a la integracidn en ellos (capitulo VI).
En los capitulos IIT y IV se estudian los espacios lineales y los
funcionales y operadores lineales en ellos. De estos capitulos se
puede pasar directamente al capitulo V (operadores y funcionales
diferenciables no lineales). En el capitulo VIII se estudian los
espacios lineales de funciones sumables. Solamente en los capi-
tulos VII y IX se concenira, de hecho, la atencién en las
funciones de variable real. La exposicién de la teoria de ecua-
ciones integrales en el capitulo X estd formalmente vinculada
con el segmento [a, b]; pero, se le puede dar, sin modificaciones
esenciales, una forma mds general,

Aunque en nuestro libro se exponen, en primer lugar, los
conceptos generales de la teoria de funciones y del analisis fun-
cional, el lector podrd advertir, en casi todos los capitulos, la
atencion que 'se presta a los problemas clésicos contiguos. El
haber incluido en nuestro libro los capituios VII (teoria de di-
ferenciacién), IX (series trigonométricas e integral de Fourier)
y X (ecuaciones integrales lineales) hace que abarque ahora todo
el programa del curso de Andlisis [/] adoptado en la Univer-
sidad de Mosci, menos el cilculo de variaciones. No hemos
incluido este 1ltimo en nuestro libro, limitdndonos a exponer
en el capitulo V los rudimentos del analisis funcional no lineal.

En la nueva edicién, lo mismo que en la primera, ocupa un
lugar considerable la teoria general de medida. En los ultimos
tiempos han aparecido varias exposiciones de la teorfa de inte-
gracién a base del esquema de Daniell, que no utiliza el aparato
de la teoria de medida. Consideramos, sin embargo, que la
teoria de medida tiene por si sola suficiente importancia,
independientemente de si se introduce o no el concepto dec
integral, y merece ser incluida en el curso universitario,

Al revisar el libro e incluir en él nuevas secciones hemos
procurado, sin embargo, conservar el estilo relativamente ele-
mental de exposicion que, segin nos parece, tenia la primera
edicién. Esperamos que éste hallara su lugar natural en la ense-
nanza universitaria a la par de otros textos.

A. Kolmogérov
S. Fomin



CAPITULO
|

ELEMENTOS DE LA TEORIA
DE CONJUNTOS

§ 1. CONCEPTO DE CONJUNTO.
OPERACIONES SOBRE CONJUNTOS

1°. Definiciones principales. En las Matematicas tropezamos
constantemente con distintos conjunfos, Podemos hablar del
conjunto de facetas de un poliedro, de puntes de una recta, del
conjunto de nfimeros naturales, etc. El concepto de conjunio es
tan amplio que resulta dificil darle una definicién que no se
reduzca a sustituir simplemente la palabra «conjunio» por expre-
siones sinénimas: cumulo, coleccion de elementos, etc.

El concepto de' conjunto desempefia en las Matematicas mo-
dernas un papel de extraordinaria importancia no solo porgue la
propia teoria de conjuntos ha pasado a ser én la actualidad una
disciplina sumamente vasta y enjundiosa, sino, principalmente,
en virtud de la influencia que la teoria de conjunies, nacida a
fines del siglo pasado, ha ejercido y ejerce sobre todas las Ma-
tematicas. Vamos a enunciar aquf las notaciones fundamentales
v a exponer brevemente los conceptos primarios de la teoria de
conjuntos que seran ufilizados en los capitulos sucesivos.

Designaremos los conjuntos con letras maytsculas A, B, ...
y sus elementos con minfisculas a, b, ... La afirmacion de que
«¢l elemento « pertenece al conjunto A» sc denoia simbélica-
mente asi: a€ A o bien A3a; a€ A (o bien A3 a4) significa que
el elemento a no pertenece a A. Si todos los elementos que com-
ponen el conjunto A pertenecen también al conjunto B {con la
particularidad de que el casoc A=B no estd excluido), decimos
que A es subconjunto del conjunto B v escribimos A=B8. Por
ejemplo, los nimeros enteros forman un subconjunto de! conjunto
de todos los nimeros reales.

A veces no sabemos de antemano si un conjunto (por ejemplo,
el conjunto de las raices de una ccuacion) conliene o no por lo
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menos un clemento. De ahi, la conveniencia de introducir ey
llamado conjunto vacio, es decir, el conjunto que no contiene n:
un elemento. Lo designaremos con el simbolo &. Cualquier con.
junto contiene & como subcenjunto,

2°. Operaciones sobre conjuntos. Sean A y B conjuntos arbi-
trarios; se llama suma o union AUB de estos conjuntos al con-
junto compuesio de todos los elementos pertenecientes por lo
menos a uno de los conjuntos A 6 B (fig. 1).

De manera andloga se define }a suma de cualquier nimero
(finito o infinito) de conjuntos: si A, son conjuntos arbitrarios,

su suma UA, es la coleccion de elementos, cada uno de los
L3
cuales pertenece por lo menos a uno de los conjuntos A,.

r

A B

r=Ang
FIG. 1 FIG. 2

Llamaremos inferseccibn ANB de los conjuntos A y B al
conjunto compuesto por todos los elementos pertenecientes tanio
al conjunto A como al conjunto B (fig. 2). Por ejemplo, la
interseccion del conjunio de todos los nomeros pares y del
conjunto de todos los nimeros divisibles por tres esta compuesta
por todos los nimeros enteros divisibles por seis. La interseccion
de un nomero cualquiera (flinito o infinito) de conjuntos A,

es la coleccién [)A4, de elementos pertenecientes a cada uno de

los conjuntos A,.“

Por su propia definicion las operaciones de suma e intersec-
cién son conmutativas y asociativas, es decir, AUB=BU A4,
(AUBJUC=AU(BUC), ANB=BnA, (AnB)nC=An(BnC).
Ademas, verifican las siguientes relaciones distributivas:

(AuB)nC=(AnCyu(BnC), (1)
(AnByuC=(AuC)n(BuC). (2)

En efecto, comprobemos, por ejemplo, la primera de eslas
igualdades . Supongamos que el elemento x perfenece al con-
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junto que figura en la parte izquierda de la igualdad (l):
x€(AUB)NC. Esto significa que x pertenece a C vy, ademis,
por lo menos a uno de los conjuntos A 6 B. Pero entonces x
pertenece siquiera a uno de los conjuntos AnC o BNC, es
decir, figura en la parte derecha de la igualdad considerada.
Viceversa, supongamos que x € (A N C) U(B N C). Entonces, x€ AnC
o bien x€ B1C. Por consigviente, x€C y, ademads, x figura en
A oen B, es decir, x€ AUB. De manera que x€{AUB)NC,
y la igualdad (1) queda demosirada. Analogamente se verifica
la igualdad (2).

Definamos la operacion de resta de conjuntos. Llamaremos
diferencia AN B de los conjuntos A y B a la coleccién de agueilos
elementos de A que no pertenecen a B (lig. 3). Sefialemos que
aqui no se supone dque A>B. A veces en lugar de ANB se
escribe A—B. En algunos casos (por ejemplo, en la teoria de
la medida) conviene iniroducir la lamada diferencia simélrica de
dos conjuntos A y B que se define como la suma de las diferen-
cias ANB y BN\ A (fig. 4). Denotaremos la diferencia simétrica
de los conjuntos A y B con el simbolo AAB. De manera que
segin la definicion,

AAB=(ANB)U (B~ A).

EJERCICIO. Demostrar que
AAB=(AUB)~ (AN B).

En lo sucesivo deberemos considerar con frecuencia distintos
conjuntos, que fodos son subconjunfos de un conjunto principal S,
por ejemplo, diferentes conjuntos de puntos sobre la recta nu-

1 La jgualdad de dos conjuntos A=258 se entiende como una_igualdad
idéntica, es decir, significa que cada elemento de A pertenece a B y vice-
versa. En otras palabras, la igualdad A="8 equivale a gue se verifican
ambas inclusiones: AC By BDOA.
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meérica. En este caso, para ifodo conjunto A la diferencia SN A
se llama complemento del conjunto A y se denota frecuentemente
mediante CA o bien A"

En la feoria de los conjuntos y sus aplicaciones desempena
un papel muy importante el llamado principio de duali-
dad, que se basa en las dos siguientes relaciones:

1. El complemento de la suma es igual a la inferseccién de
los complementos

SN\U4, =N\ 4,). (3)

2. El complemenio de la interseccidn es igual a la suma de
los complementos

s\ NA, =U s\ A4.). 4

El principio de dualidad consiste en que de cualquier ieorema
referente a un sistema de subconjuntos de un conjunto fijo S se
puede deducir de manera automética otro teorema, el
teorema dual, sustituyendo los conjuntos considerados por sus
complementos, la suma de conjuntos, por su interseccién y la
interseccioén, por la suma. Un ejemplo de la aplicacion de este
principio nos lo da el teorema 3’ del § 2 del capitulo II.

Demostremos la relacion (3).

Supongamos que x €SN\ |JA,. Esto significa que x no perte-
o
nece a la unién |JA,, es decir, no figura en ninguno de los

conjuntos A,. Pc? consiguiente, x aparece en cada uno de los
complementos SN A, y por eso X € N (S\A,). Viceversa, supon-
x

gamos que x € n (S\\A,), es decir, que x pertenece a cada S\ A,;

entonces, x no figura en ninguno de los conjuntos A,, es decir,
no pertenece a la suma U-A*, y por eso xES\UA,. La igual-

dad (3) queda demostrad;. De manera analoga se demuestra la
relacién (4). (Realicese la demostracion}.

La expresién sdiferencia simétrica» que se emplea para la operacidn
ANB no es del todo acertada; esta operacién es, en muchos aspectos, ana-
loga 2 la suma de conjunios A)B. En efecto, AUB significa que unimos
dos afirmaciones con el 4os alternative: «el elemento pertenece al conjunic A»
o «el elemento pertenece al conjunto Bw, mientras que AAB significa que
unimos las mismas alirmaciones con el «o» ne alfernativo: el elemento x
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pertenece a AAB si, y sblo si, figura o bien solamenfe en el conjunto A
o bien solamente en el conjunto B. El conjunto AAB podria llamarse ssuma
médulo doss de los conjunios A v B (se foma la unién de eslos dos con-
juntos pero los elementos que figuran en ambos se excluyen).

§ 2. EQUIVALENCIA DE CONJUNTOS.
CONCEPTO DE POTENCIA DE UN CONJUNTO

1°. Conjuntes finitos e infinitos. Al considerar diferentes
conjuntos observamos que para algunos de ellos es posible sefia-
lar—aunque sea de una manera general y no de hecho—Ila can-
tidad de elementos que los componen. De este tipo es, por
ejemplo, el conjunto de todos los vértices de un poliedro, el
conjunto de todos los niimeros primos inferiores a un niimero
dado, el conjunto de todas las moléculas de agua en la Tierra,
etc. Cada uno de estos conjuntos contiene un nimero finito, que
posiblemente desconocemos, de elementos. Por otra parte, existen
conjuntos compuestos por un nimero infinito de elementos. De
este tipo son, por ejemplo, el conjunto de todos los nirmeros
naturales, el conjunto de todos los puntos de una recta, el con-
junto de todos los circulos del plano, el conjunto de todos los
polinomios de coeficientes racionales, etc. Vale subrayar que al
decir que uno u otro conjunio es infinito entendemos que se
puede escoger de él un elemento, dos elementos, etc., y después
de cada una de estas operaciones en el conjunto quedarin ain
otros elementos.

Dos conjuntos finitos los podemos comparar por el nimero
de elementos que los componen y decidir si este niimero es el
mismo o si uno de los conjuntos posee mis elemenios que otro.
¢Es posible comparar de manera analoga los conjuntos infinitos?
En otras palabras, ¢tiene sentido preguntar qué hay mads: circulos
sobre el plano o puntos racionales sobre la recta, funciones defi-
nidas sobre el segmento |0, 1] o rectas en el espacio, efc.?

Veamos cémo comparamos enire si dos comjuntos finitos.
Podemos proceder de dos maneras: en primer lugar, podemos
contar el nimero de elementos de cada uno de estos conjunios
y comparar asi ambos conjuntos. Pero podemos actuar de modo
distinto, tratando de establecer una correspondencia biunivoca
entre los elementos de estos conjuntos, es decir, una corres-
pondencia que asigne a cada elemento de un conjunto un
elemento, y solo uno, del otro y viceversa. Estd claro que una
correspondencia biunfvoca entre dos conjuntos finitos se puede
establecer si, y solo si, el niumero de eclementos en ambos
conjuntos es el mismo. Por ejemplo, para ver si coinciden el
nimero de alumnos en el grupo y la cantidad de sillas en el
aulz, podemos, sin contar el niimero de alumnos y de sillas,
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senlar a cada alumno en una silla determinada. $i hay lugar
para todos y no queda ningiin asiento sobrante, es decir, si se
establece una correspondencia biunivoca entre estos dos conjuntos,
ello significard que tienen el mismo niimero de elementos.

Sefialemes ahora que el primer camino (calculando el nimero
de elementos) es vilido solo si se comparan conjuntos finitos,
mientras que el segundo (estableciendo una correspondencia biu-
nivoca) se puede aplicar también a conjuntos infinitos.

2°, Conjuntos numerables. El conjunto infinito mis elemental
es e| conjunto de los nitmeros naturales. Llamaremos conjunto
numerable a todo conjunfo cuyos elementos se puedan poner en
correspondencia biunivoca con todos los nimeros naturales. En
otras palabras, un conjunto numnerable es un conjunto cuyos
clementos se pueden colocar en una sucesion infinita: a, a,, ...
.y @, ... Veamos algunos ejemplos de conjuntos numerables.
1. El conjunic de todos los ntimeros enieros. Esiablezcamos
la correspondencia entre todos n(imeros enteros y todos los nii-
meros naturales segin el esquema siguiente:
0 —1 1 —2 2
1 2 3 4 5

En general, pongamos en correspondencia a cada nimero no ne-
gativo 2 =0 el nlimero impar 2n-+1 y a cada niimero negativo
n < 0 el nimero par 2|n]:

ne»2n--1, cuando 1 =0,
ner2|nl, cuando n <<0.

2. El conjunto de todos los nimeros pares positivos. La co-
rrespondencia es evidente: n > 2n.

3. El conjunto 2, 4, 8, ..., 2%, ... de potencias de dos.
Aqui la correspondencia es también evidente. A cada nfimero
2% se pone en correspondencia el niimero .

4. Consideremos un ejemplo mas complejo demostrando que
el conjunto de todos los ntimeros racionales es numerable. Cada
nimero racional se puede escribir, de manera finica, en forma

de una fraccién irreducible =2, ¢ 0. Llamemos alfura del

niimero racional & a la suma | p|-+-g. Esta claro que el nimero
de fracciones de altura dada n es finito. Por ejemplio, la altura 1

la tiene sdlo el namero %-—7-0. la allura 2 la tienen solo los

niimeros - y _'Tl, la altura 3, la tienen sdlo los nimeros —T 3
D e

i ; %
T Y oo etc, Coloquemos ahora todos los niimeros raciona-
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les segin su altura, es decir, primero los nimeros de altura I,
después los de altura 2, etc. Cada ntimero racional tendra entonces
su namero, es decir, quedard establecida una correspondencia
biunivoca entre todos los niimeros naturales y todos los nimeros
racionales.

Un conjunto infinite que no sea numerable se llama conjunto
no numerable. Demostremos algunas propiedades generales de con-
juntos numerables.

\. Todo subconjunto de un conjunto numerable es finifo o nu-
merable.

DEMOSTRACION. Sea A4 un conjunto numerable y B un subcon-
junto suyo. Numeremos todos los elementos del conjunto A: a,,
Gy ..y @y ... Sean a,, a,, ... aquellos elementos que figuran
en B. $i entre los nimeros n,, s, ... existe el méximo, B es
finito; en el caso contrario B es numerable.

9, la suma de cualquier conjunito [inifo o numerable de conjun-
tos numerables es {ambién un conjunio numerable.

pEMOsTRacloN. Sean A, A,, ... conjuntos numerables. Podemos
suponer que son disjuntos (sin elementos comunes) dos a dos, ya
que, de lo contrario, considerariamos cn su lugar los conjuntos
Ay, ANAL AN(A,UA), ... que son a lo sumo numerables
y que tienen la misma suma que los conjuntos 4,, 4,, ... Todos
los elementos de los conjuntos A,, A,, ... pueden escribirse en
forma de la siguiente tabla infinita:
@y My @y @y e
tyy By gy Oy
Ggy Gy Gy Gy o
Ty gy Qg Oy oo
en cuya primera fila aparecen los elementos del conjunto A,,
en la segunda fila, los elementos del conjunto A,, etc. Numere-
mos ahora todos estos elemenios desplazandonos «en diagonalesy,
es decir, tomando por primero el elemento a,,; por segundo, el
elemento a,,; por tercero, el elemento a,,, etc., siguiendo el sen-
tido que indican las flechas del siguiente cuadro:
Ay~ lyg Qg Oy .-
P
Qyy gy Qg Ayy o -
LA
gy Ay, gy Gzg -
*/
an gy Oy Tyg -
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Estd claro que cada elemento de cada conjunto recibira en-
tonces un nimero determinado, es decir, quedara establecida una
correspondencia biunivoca entre todos los elementos de todos los
conjuntos A,, A,, ... y todos les nimeros naturales. Nuestra
afirmacion resulta demostrada.

EJERCICIOS. | Demostrar que el conjunto de todos los polinomios con
coeficientes racionales es numerable.

2. El mimero & se denomina algebreico si es raiz, de un pulinomio con
coclicientes racionales, Demostrar que ¢l conjunto de todos los niimeros
atgebraicos es numerable.

3. Demosirar que el conjunto de todos los intervalos racionales (es decir,
intervalos con extremos rdacionales) sobre la recta es numerable

4. Demostrar que el conjunto de todos los puntos del plano que ticnen
covrdenadas reales es numerable.

Sugerencia. Empléese la propiedad 2.

3. Todo conjunio infinito contiene un subconjunto numerable.

DEMOSTRACION. Sea M un conjunio infinitio. Tomemos en &l un
elemento cualquiera a,. Por ser M un conjunto infinito encontrare-
mos en €l un clemento a, distinto de a,, después el elemento a,
distinto de @, ¥ &,, ete. Continuando este proceso (que no podri
interrumpirse por «falta» de elementos va que M es infinito)
obtendremios un subconjunto numerable

A:{ul' Wy ovy Oy -"}

del conjunio M. Hemos demostrado la afirmacion.

Este resultado sefiala que los conjuntos numerables son los
«mas pequefios» de Jos conjuntos infinites. El problema sobre la
existencia de conjuntos infinitos no numerables sera considerado
méis adelante.

3°. Equivalencia de conjuntos. Buscando una correspondencia
biuniveca entre unos u otros conjuntos infinitos y los niimeros
naturales;, hemos ltegado al concepto de conjunto numerable.

Esta claro que de manera aniloga pueden compararse los
conjuntos no solo con el conjunto de nimeros naturales: este
procedimiento permite comparar entre si dos conjuntos cuales-
quiera. Introduzcamos la siguiente definicién.

peFINICiON. Dos conjuntos M y N se llaman equivalentes (lo que
se denota mediante M ~N) si entre sus elementos se puede
establecer una correspondencia biunivoca.

El concepio de equivalencia puede aplicarse a cualesquiera con-
juntos tanto finitos como infinitos. Dos conjuntos finitos son equi-
valentes entre si si (y sélo si) tienen el mismo niimero de elementos.
E! conjunto numerable se puede ahora definir del siguiente modo:
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un conjunto se llama numerable si es equivalente al conjunfe de
los ndimeros naturales.

Estad claro. que dos: conjuntos, equivalentes cada uno a un
tercer conjunto, son eguivalentes entre si, en particular, todos
los conjuntos numerables son equivalentes entre si.

Ejemplos, |, Los conjuntas de puntos de dos cualesquiera
segmentos [a, b] v {e, d] son equivalentes entre si. En la fig. 5
se seiiala como se puede establecer una correspondencia biunivoca
entre ellos: los puntos p y ¢ corresponden uno al oiro si se
halian sobre un mismo radio que parte del punto O donde se
cruzan las rectas ac y bd.

2. El conjunio de todos los puntos del plano complejo es
equivalente al conjunto de todos los puntos sobre una esfera.

!
PYAR 4 a4

Fi1G. 5 F1G. 6

La correspondencia biunivoca @ 2z puede es{ablecerse, por ejem-
plo, mediante la proyeccidn estereografica (fig. 6).

3. El conjunto de todos los nimeros del intervalo (0, I) es
equivalenie al conjunto de todos los puntos de la recta. La
correspondencia se puede establecer, por ejemplo, mediante la
funcion

yz’-_lt-arctgx+—£—.

Al considerar los ejemplos de este punto y del punto 2° po-
demos observar que, a veces, un conjunto infinito puede resultar
equivalente a una parte propia. Por ejemplo, resuita haber «fan-
tos» niimeros naturales como niimeros enteros o incluso racionales;
el infervalo (0, 1) tiene «tantoss puntos como los tiene la recta,
etc. Esta situacion es caracteristica para todos los conjuntos
infinitos. En efecto, en ei punto 2° (propiedad 3) hemos demos-
trado que de todo conjunto- infinito M se puede elegir un
subconjunto nuinerable; supongamos que ésie sea el conjunto

A=1{ay, Gar +vey @ «oosfe
Dividamos A en dos subconjuntos numerabies
A==y, U, by von) W A=A Ay Gy b
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Entre los conjuntos numerables A y A, se puede esiablecer una
correspondericia biunivoca que se puede extender luego hasta una
correspondencia biunivoca entre los conjuntos A y(MN\A)=M
y A U (M~ A)=MN\ A, refiriendo a cada elemento de M\ A
ese mismo elemento. El conjunio M\ A4, es un subconjunto propio
del conjunto M. Llegamos de esta forma a la siguiente propo-
sicién:

Todo conjunto infinito es equivalente a un subconjunto propio.

Esta propiedad se puede tomar como la definicién de un
conjunto infinito.

EJERCICIO. Demostrar que siendo M un conjunto infinito arbitrario y 4
numerable, resuita M~AJA.

4°, Innumerabilidad del conjunto de los nimeros reales. En
el punto 2° hemos visto varios ejemplos de conjuntos numerables.
La canlidad de estos ejemplos se puede ampliar considerable-
mente. Ademds, hemos demostrado que tomando la suma finita
o numerable de conjuntos numerables obtendremos de nuevo
conjuntos numerables. Surge naturalmente la pregunta cexisten
conjuntos infinitos no numerables? La respuesta afirmativa la da
el siguiente teorema.

TEOREMA |, El conjunto de ndmeros reales comprendidos entre el
| eero y la unidad es innumerable.

DEMOSTRACION. Supongamas que existe una lista (de todos o una
parte} de los nimeros reales o, pertenecientes al segmento [0, 1]:

oy =0,8y0,8,5 ... Q...
%, =0, 45,80, ... @,

- T R
oy =0, 0,050 ... Qgy.oos

(1)

o, =0,0,0,8, .. 0,

-)

Aqui a;, es la k-ésima cifra decimal del ndmero «; Considere-
mos la iraccién

B=0, by, ...b,...

construida del siguiente modo: &, es una cifra arbitraria distinta
de a,,; b, es una cifra arbitraria distinta de a,,, etc., en general,
b, es una cifra arbitraria distinta de a,,. Esta fraccion decimal
no puede coincidir con ninguna de las que figuran en la lista (1).
En efecto, la fraccion P se distingue de la fraccién o, al menos
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por su primera cifra; de la segunda fraccién, por su segunda
cifra, etc.; en general, puesto que b,=%a,, para todo n, la frac-
cién f se distingue de cualquiera de las fracciones «; que figuran
en la lista (1). Luego, ninguna lista de niimeros reales pertene-
cientes al segmento [0, 1] puede consumirlo.

La demostracién expuesta necesita una pequefia precisién

puesio que algunos nimeros (concretamente los nimeros de la

forma %é) pueden tener dos represenaciones decimales: bien con
un namero infinito de ceros o bien con un namero infinito de
nueves; por ejemplo:

! =%=0,5{}on ... =0,4999 ...

Por consiguiente, el hecho de que dos fracciones decimales
no coincidan no significa todavia que representan niimeros dis-
tintos.

Sin embargo, si fa fraccion f se construye de manera que no
contenga ni ceros ni nueves, (tomando, por ejemplo, b,=2, si
a,,=), v b,=1, si a,,51) esta objecion quedard superada.

EJERCICIO. Demosirar que los nimeros que tienen dos distinlas represen-
taciones decimales forman un conjunto numerable.

De manera que el segmento [0, 1] ofrece un ejemplo de un
conjunio infinito no numerable. Veamos algunos ejemplos de
conjuntos equivalenies al conjunto formade por los puntos del
segmento [0, 1).

1. El conjunto de todos los puntos pertenccientes a un seg-
mento [a, b] o intervalo (a, b) cualquiera.

2. El conjunto de todos los puntos de la recta.

3. Los conjuntos de todos los puntos del plano, del espacio,
de la superficie de una esfera, de los puntos que se encuentran
dentiro de una esfera, etc.

4. El conjunto de todas las rectas del plano.

5. El conjunto de todas las funciones continuas de una o varias
variables.

En los casos | y 2 la demostracion no ofrece dificultades
(véanse los ejemplos 1 y 3 del punto 3°). En los demis casos
la demostracion directa no es tan sencilla.

EJERCICIO. Demosirar, aprovechando [os resulfados de este punto y del
ejercicio 2 del punto 2°, la existencia de ndmeros irascendentes, es decir,
de niimeros no algebraicos.
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5° Concepto de potencia de un conjunte. Si dos conjuntos
finilos son equivalentes, tienen el mismo niimero de elementos.
Cuando dos conjuntos equivalentes entre si M y N son arbi-
ifrarios se diceque M y N tienen la misma pofencia. Asi pues,
la potencia es aquello comin que tienen todos los conjuntos
equivalentes entre si. En e} caso de conjuntos finitos el concepto
de polencia coincide con el concepto habitual del nimero de
elementos del conjunto. La potencia del conjunto de los niimeros
naturales (es decir, de cualquier conjunto numerable) se denota
mediante el simholo &, (se lee “alef cero”). Los conjuntos equivalentes
al conjunto de todos los niimeros naturales comprendidos entre 0 y
1 se dice que tienen potencia de continuo. Esta potencia se denota
mediante cl simbolo ¢ (o el simbolo &).

En las observaciones que concluyen este capilulo tocamos el
problema, muy profundo, de la existencia de potencias interme-
dias entre &, y ¢. Como regla general, los conjuntos infinitos
que se emplean en el andlisis son numerables o tienen potencia
de continuo. En el caso de las potencias de conjuntos finitos, es
decir, cn e} caso de los nameros naturales, tenemos, ademas del
concepto de igualdad, los conceplos de «mas» v «menos». Veamos
como pueden extenderse esfos uitimos al caso de potencias in-
finitas.

Sean A v B dos conjunios arbitrarios y m(4) y m(B) sus
gotencias. Si A es equivalente a B, m{(A)=m (B) por definicién.
5i A es equivalente a una parte del conjunto B y A ro contiene
ninguna parte equivalente a B, se acepta, naturalmente, que
m(A) es menor que m(B), es decir, m(B) es mayor que m(A).
Sin embargo, existen, logicamente, olras dos posibilidades, ade-
mas de las mencionadas:

a) B conticne una parte equivalente a A y A contiene una
parte equivalente a B.

by A y B no son equivalentes y ninguno posee una parte
equivalente al ofro.

- Del teorema de Cantor — Bernstein, que se expone en el
siguiente punto, se desprende que en el caso a) los conjuntos A4
y B son equivalenties, es decir tienen potencias iguales. En cuan-
to al caso b), yue equivaldria a la existencia de potencias
incomparables, resulia que no puede realizarse. Eslo se deduce
del teorema de Zermelo gque enunciamos en el § 4.

De lo anterior resulta (si aceptamos sin demosiracién los
teoremas de Cantor — Bernstein v de Zermelo) que dos conjuntos
arbitrarios A y B o bien tienen la misma potencia o bien veri-
fican una de las relaciones

m{A) - m(B) o m(A) > m(B).
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Hemos sefialado més arriba que los conjuntos numerahbles son
los «mas pequefios» entre los conjuntos infinitos y hemos demos-
trado luego que existen conjuntos infinitos de potencia superior:
los conjuntos de potencia de continuo. ¢Existen potencias infi-
nitas superiores a la potencia de confinuo? En general, ¢existe
o no una potencia eméxima»? Resulta que tiene lugar el siguiente
teorema:

TEOREMA 2. Sea M un conjunio cualquiera y W el conjunto for-
mado por todos los subconjuntos del conjunto M. Enfonces, la
potencia de M es superior a la potencia del conjunto inicial M.

pEMOsTRACION. Es facil ver que la potencia i del conjunio M no
puede ser inferior a la potencia m del conjunto inicial M; en
efecto, los subconjuntos de M formados por un solo elemento
representan en M un subconjunto equivalente al conjunto M.
Basta demostrar que las potencias m y m no coinciden. Supon-
gamos que entre los elementos a, b, ... del conjunto M y algu-
nos elementos A, B, ... del conjunto M (es decir, algunos
subconjuntos de M) se ha logrado establecer una correspondencia
biunivoca:

a+ A, b B, ...

Demostremos que esia correspondencia no puede consumir todos
los subconjunios del conjunto M, es decir, fodos los elementos
del conjunto M. Sea X la coleccion de elementos de M que no
pertenecen a los subconjunitos que les corresponden. Mas detalla-
damente: si ae= A y a€ A, el elemento a no se incluye en X,
pero si a+> A y a€ A, el elemento a se incluye en X. Es evi-
dente que X representa un subconjunto de M, es decir, un ele-
mento de M. Demostremos que a{ subconjunto X no le puede
corresponder ningiin elemento de M, Supongamos que tal elemento
x+e X existe y veamos si pertenece o no al subconjunto X.

Aceptemos que x € X; por definicién, en X figura todo elemento
que no pertenece al subconjunto que le corresponde v, por io
tanto, x debe ser incluido en X. Viceversa, si se acepla que el
elemento v pertenece a X, deduciremos que x no puede figurar
en X, ya que éste contiene sdlo los clementios que no aparecen
en los subconjuntos que les corresponden. De manera que el ele-
mento x correspondiente al subconjunto X debe simultaneamente
pertenecer y no pertenecer a X. De aqui se desprende que tal
elemento no existe, es decir, que no se puede establecer una
correspondencia biunivoca enire los elementos del conjunto M y
todos sus subconjuntos. El teorema queda demostrado.
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De este modo, para cualquier potencia podemos construir
efeclivamente un conjunto de potencia superior, después otro de
potencia afin mayor, efc., obteniendo asi una escala de poten-
cias no acotada superiormente.

EJERCICIO, Demostrar que la lotalidad de las funciones numéricas {o, en
general de funciones que foman valores en un conjunto cowpuesto por lo
menos de dos clementos) definidas sobre un conjunto M tiene una potencia
superjor a la de M.

Sugerencia. Aprovéchese que el conjunio de todas las [unciones carac-
teristicas sobre M (es decir, de junciones que sélo toman valores 0 ¥ 1) es
equivalente al conjunto formado por todos los subconjunlos de M,

6°. Teorema de Cantor-Bernstein. Demostraremos ahora el
siguiente teorema importante al que nos hemos referido ya en
el punio anterior.

TEOREMA (CANTOR — BERNSTEIN). Sean A y B dos conjuntos arbi-
trarios. Si en A existe un subconjunto A, equivalente a B y en
B un subconjunto B, equivalente a A, los conjunfos A y B son
equivalentes.

DEMOSTRACION. Sea f la aplicacién biyectiva® de Aen B, y sea
g la aplicacién biyectiva de B en A,, es decir,

j(A)=B,cB, g(B)=A4,cA.

Entonces, gf (A)=g{f(A))=g(B,) es un conjunio, que denota-
remos con A,, contenido en A, y equivalente al conjunto A.
De manera analoga [g(B)=[(g(B))=f{A,) =B, es un conjunto
conlenido en B, y equivalente a B. Sea ahora A, aquel subcon-
junto de A en el que se transforma el conjunto A, mediante la
aplicacién gf y sea A, aque) conjunto en el que se transforma A,
mediante 1a misma aplicacién gf. En general, sea A, aquel
conjunto en el que se transforma el conjunto A, mediante la
aplicacion gf (k=1, 2, ...). Estd claro que

AnADA> .. . oADAL>...
Si ponemos

p=U 4,
k=1

podremos representar 4 mediante la siguiente suma de conjuntos
disjuntos dos a dos:

A= (ANADUANAIUENANU .. UASNAp)U ... UD.

1) A veces se emplea el término «aplicacién biunivocas. (N, del T')
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De un modo andlogo el conjunto A, se puede representar en la
forma:

A, =DUANAYUANANU ... U(ANA)U ...
Evidentemente, estas dos férmulas pueden escribirse asi:

A=DU[(A\A)U(4:\4)V ... ]u
UHANANUANA)U ...}, (2)

AI = DU [(A:.\\Az) U (AB\Ai}U . -] U
U [(ANADUANANU ... ]. (3)

Observemos ahora que el conjunto AN A, es equivalente al con-
junto A,\ A, (ya que e} primero se transforma en el segundo

mediante Ja aplicacién gf); del mismo modo A,\ A4, es equivalente
a AN A,, etc. Por eso, los conjuntos que figuran en las segundas
lineas de las férmulas (2) v (3) son equivalentes. En cuanto
a las primeras lineas de estas fdrmulas, son sencillamente idén-
ticas. De aqui se desprende que entre los elementos de los con-
juntos A y A, se puede establecer una correspondencia biunivoca.
Pero A, es equivalente a B por hipétesis. De manera que A es
equivalente a B. El teorema queda demostrado.

Podemos incluso « permitirnos el lujo» (aunque no hay nece-
sidad de ello) de escribir explicitamente la correspondencia biu-
nivoca ¢ que transforma A en B. Es la siguiente:

rp(a)={ g™' (@), st a€ DU(ANAIU(ANANU ...
fla), si a€(A\A)U(ANA)U. ..
(fig. 7)
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§ 3. APLICACIONES. PARTICION EN CLASES

1°. Aplicaciones de conjuntos. Concepto general de funcion.
En el Analisis el conceplo de funcién se introduce del siguiente
modo. Sea X un conjunto sobre la recta numeérica. Se dice que
sobre estc conjunto esta definida una funcién f si acada
elemento x€ X se le ha puesto en correspondencia un nimero
determinado y=/7(x). El conjunto X se denomina en este caso
campo de deficinion de esta funcion y el conjunto ¥ formado por
todos 1os valores que toma esta funcicn, campo de valores de la misma.

Si en vez de conjuntos numéricos consideramos conjuntos de
naturaleza arbitraria, llegaremos al concepto mas general de
funcion: sean M y N dos conjunios arbitrarios. Se dice que esta
definida sobre M una funcion f con valores en N si a cada
elemento x€M se le pone en correspondencia un elemento,
y solo upo, y de N. En el caso de conjuntos de naturaleza
arbitraria (y a veces también en el caso de conjuntos numéricos)
en lugar del término “funcién” se usa «aplicacidén» y se habla
de la aplicacion de un conjunto en otro?.

Si a es un elemenio de M, ¢l elemenlo b=f(a) de N que le
corresponde se denomina imagen del elemento a (para la aplica-
cién ). La coleccion de todos los elemenios de M que lienen
por imagen el elemento bE€N se denomina imagen reciproca®
(en {érminos mdas precisos, imagen reciproca completa) del elemento
b y se denota mediante f='(f).

Sea A un conjunto de M; la totalidad {f(a): a€A| de
todos los elementos del tipo [(a), donde a€ A, se denomina
imagen de A y se designa f(A). Para iodo conjunto B de N se
puede, a su vez, definir la imagen reciproca f~'(B); a saber:
f=1(B) es la totalidad de todos aquellos elementos de M cuyas
imégenes pertenecen a B. Puede ocurrir que ningtn elemento &
de B tiene imagen reciproca y en este caso la imagen reciproca
completa f~1(B) serd el conjunio vacio.

Aqui nos limitaremos a exponer las propiedades més generales
de las aplicaciones.

Convendremos en emplear )a siguiente terminologia. Diremos
que f es una aplicacién del conjunto M «sobre» el conjunto N,
si f(M)=N; en el caso general, es decir, cuando f(M)cN, se
dice que f es una aplicacion de M «en» N.

Sefialernos las propiedades principales de las aplicaciones.

1} De hecho hemos tropezado ya anteriormente con cl concepto de apli-
caciones de comjuntos (por ejemplo, al introducir €l concepto de equivalen-
cia de conjuntos, al demosirar el teorema de Canlor—Bernstein, etc.).

% En algunos libros de texto se emplea el término « preimagen ».
(Nota del T.)
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TEOREMA \. La imagen reciproca de la unidn de dos conjunlos
»s igual ala wnion de sus imdgenes reciprocas :

[~ (AuBy=f"{A)uf~* (B).

DEMOSTRACION . Supongamos que el elemento x pertenece al conjunto
[~*{AUuB). Elio significa que f(x}€ AUB, o sea, f(x)ed o
bien f(x)€B. En este caso x debe pertenecer al menos.a uno
de los dos conjuntos f-! {A) y [+ (B), es decir, x€ [ (A)U [-¥B).
Viceversa, si x€f~1(A)y[f~' (B), entonces x pertenece al menos
a uno de Jos conjuntos f~*(A) 'y [~*(B), es decir, f(x) figura
al menos en uno de los conjuntos A y B; en ofras palabras,
ftx)€ AuB y, por lo tanto, x€f (AU B).

TEOREMA 2. La imagen reciproca de lu inferseccion de dos con-
juntos es igual a fa interseccion de sus imdgenes reciprocas:

FrAnB)=f(Anf(B).

DEMOSTRACION. Si x€f='(ANB), debe ser f(x)EANB, o sea,
fix)€A y f(x)€B, y, por lo tanto; x€f~'(A) y x€['(B), es
decir, x€f-1(A)nj-*(B).

Viceversa, si x€f-1{AYNf~'(B), es decir, x€f1(A) y
x€f-'(B), entonces, f(x)€A y [f(x)€B, en otras palabras,
f(x)€ An B). Por lo tanto, x€[~' (AN B).

Los teoremas 1 y 2 se verifican también en el caso de la
unién o interseccion de un niunero arbitrario (finito o infinito) de
conjuntos.

TEOREMA 3. La imagen de la union de dos conjuntos es igual
a la unidn de sus imdgenes :

fAuB)=F(A)uf(B).

pemosTRAcion. Si Y €f (AU B), esto significa que y=/(x), donde
x pertenece al menos a uno de los conjuntos A v B. Por con-
siguiente, y=/f(x)Ef(A)Uf(B). Viceversa, si yef(A)Uf(B),
entonces, y={(x), donde x pertenece al menos a uno de los
conjuntos A y B, es decir,x € A U B y,por lo tanto, y = f(x) € f(A U B).
ale subrayar que la imagen de la interseccitn de dos con-
juntos no coincide, en general, con la interseccion de sus imdgenes.
upongamos, por ejemplo, que la aplicacion considerada representa
la proyeccion del plano sobre el eje x. En este caso los segmentos

0<x<l, y=0,
0, y=1
no se intersecan y, sin embargo, sus imégenes coinciden.
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2°, Particion en clases. Relacion de equivalencia. En diferentes
cuestiones tropezamos con la particién de unos u otros conjuntos
en subconjuntos disjuntos dos a dos. Por ejemplo, se puede par-
tir el plano (considerado como un conjunio de puntos) en rectas
paralelas al eje x; podemos imaginarnos el espacio de tres di-
mensiones como un conjunto de esferas concéntricas de distintos
radios; se puede dividir a los habitantes de una ciudad determi-
nada en grupos segin el afio de nacimiento, etc.

Cada vez que un conjunto M se representa, de uno u otro
modo, como la unién de subconjuntos disjuntos dos a dos, ha-
blamos de la pariicién del conjunto M en clases.

Comtnmente nos encontramos con particiones realizadas de
acuerdo con uno u otro criterio, segiin el cual se unen en clases
los elementos del conjunto M. Por ejemplo, la totalidad de los
triangulos del plano se puede partir en clases de triangulos ignales o
en clases de tridngulos de la misma drea; fodas las funciones de
x pueden partirse en clases agrupando en una misma clase todas
las funciones que tienen el mismo valor en el punto dado x, etc.

Los criterios, segin los cuales se realiza la particion en clases
de los elementos de uno u otro conjunto, pueden ser muy di-
versos, Sin embargo, no son del todo arbitrarios. Supongamos,
por ejemplo, que queremos partir en clases todos los nimeros
reales, incluyendo el nimero & en la misma clase que el niimero
@ si, y solo si, b>>a. Estd claro que de esta forma no podre-
mos obtener ninguna particion de los nimeros reales en clases,
ya que si b > g, es decir, si el elemento b debe ser incluido en
la misma clase que a, entonces, a <&, ecs decir, el niimero a
no se puede incluir en la misma clase que el namero b. Ademaés,
como o no es mayor de si mismo, ja@ no debe figurar en la clase
con si mismo! Otro ejernplo. Veamos si se puede partir en clases
los puntos del planc incluyendo dos puntos en una misma clase
si, y sélo si, la distancia entre ellos es menor de 1. Esta claro
que s imposible realizar esta particion, puesto que si la distan-
cia entre a y b y entre b y ¢ es inferior a 1, ello no significa,
de ningln modo, que la distancia de @ a ¢ es menor de 1. Por
eso, al incluir a en la misma clase con & y b en la misma clase
con ¢, resultard que en una misma clase pueden aparecer dos
puntos, la distancia enire los cuales es mayor a 1

Los ejemplos dados sugieren las condiciones que aseguran
gue uno u otfro criferio permite verdaderamente realizar la par-
ticién de los elementos de un conjunto en clases.

Sea M un conjunto y sean «marcados» algunos de los pares
(a, by de elementos de este conjunto®. Si (a, b) es un par

b Con la particularidad de que los elementos a y b se toman en un
orden determinado, es decir, {2, b} v (b, a) son, en general, pares distinios,
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«marcado», diremos que el elemento a estd ligado al elemento
b por la relacién @, lo que denotaremos con el simbolo agzb. Por
ejemplo, si se lrata de la particion de los {riangulos en clases
de tiriangulos de la misma é4rea, azb significa que «el triangulo
a tiene la misma area que el tridngulo b». Una relacién ¢
se llama relacién de equivalencia si, por sus propiedades, es:

1) reflexiva: age para todo elemento a€ M;

2) simétrica: si agb, entonces bga;

3) fransitiva: si agb y bgc, enlonces agc.

stas condiciones son necesarias y su?lcientes para que la

relacién ¢ (jel criterio!) permita partir en clases el conjunto M.
En efecto, foda particiéon de un conjunto en clases determina
una relacién de equivalencia entre sus elementos: si agb signi-
fica que «a se encuenira en la misma clase que b», es facil
probar que la relacion ¢ serd reflexiva, siméfrica y transitiva.
Viceversa, si ¢ es una relacion de equivalencia entre los elemen-
tos del conjunte M, siempre obtendremos una particion de este
conjunio en clases incluyendo en una misma clase aquellos
elementos de M, y sélo aquellos, que son equivalentes.

Efectivamente, sea K, la clase de elementos de M equivalentes
a un elemento fijado a. De la propiedad reflexiva se desprende
que el propio elemento a pertenece a la clase K,. Probemos
ahora que dos clases K, y K, o bien coinciden o bien no iienen
elementos comunes. Supongamos que existe un elemento ¢ que
pertenece simultdneamente a K, y K, es decir, cga y c3b.

Entonces age, debido a la propiedad simetrica, y

az b {1

debido a la propiedad transitiva.

Si x es ahora un elemenio arbitrario de K, es decir, xga,
de (1) y de la propiedad transitiva se sigue que xgb, es decir,
XE K.

sz la misma forma se demuesira que todo elemenio y€K,
figura en K,. Por consiguiente, dos clases K, y K, que lienen
al menos un elemento comin coinciden. De manera que a parfir
de la relacién de equivalencia dada hemos obfenido efectiva-
mente una particion del conjunte M en clases.

El concepto de particién de un conjunto en clases esta
estrechamente vinculado al concepto de aplicacién considerado
en el punto anterior.

Sea f una aplicacion del conjunto A en el conjunto B. Si
unimos en una misma clase todos aquellos elementos de A cuyas
imagenes en B coinciden, obtendremos evidentemente una parti-
cién del conjunto A. Viceversa, copsideremos un conjunto arbi-
trario A y alguna particién de este conjunio en clases. Sea B
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la totalidad de clases en las que se ha partido el conjunto A.
Si a cada elemento a€ A ponemos en correspondencia aquella
clase (es decir, aquel elemento de B) a la que a pertenece,
obtendremos una aplicacion del conjunto A sobre el conjunto B.

Ejemplos. 1. Consideremos la proveccién del plano xy sobre
el eje x. Las imagenes reciprocas de los puntos del eje x son
las rectas verticales. Por consiguiente, a esta aplicacion le co-
rresponde la particion del plano en rectas paralelas.

2. Dividamos todos los puntos de! espacio de tres dimensio-
nes en clases incluyendo en una misma clase los puntos equidis-
tantes del origen de coordenadas. De este modo, cada clase
representa una esfera de un radio determinado. La totalidad de
estas clases puede identificarse con el conjunto de todos los
puntos pertenecientes al rayo [0, ). Por lo tanto, a la parti-
cion del espacio tridimensional en esferas concéntricas le corres-
ponde la aplicacion de este espacio sobre una semirrecta.

3. Agrupemos en una misma clase todos los niimeros reales
que tienen la misma parte fraccionaria. La aplicacién que
corresponde a esta particion representa la aplicacién de la recta
sobre la circunferencia de longitud unidad.

El concepto de equivalencia es un caso particular del con-
cepto mas general de relacion binaria que se define del signiente
modo. Sea M un conjunto arbitrario. Designemos mediante M?
el conjunto de todos los pares ordenados (a, b), donde a, b€ M.
Se dice que en M se tiene una relacion binaria g, si en M? se
escoge un subconjunto R, arbitrario. Mas exactamente, diremos
que el elemento a estd en relacion ¢ con el elemento b, y es-
cribiremos agd, si, y solo si, (¢, b) pertenece a R,. Un ejemplo
de relacién binaria es la relacién de identidad E consistente en
que afb si, y sélo si, a=b; en otras palabras, ésta es la rela-
cién determinada por el subconjunto de pares de tipo (a, a).
Esta claro que loda relacién de equivalencia ¢ en un conjunto M
es una relacion binaria; pero no es arbitraria sino que verifica
las signientes condiciones:

1) Todo par de tipo (4, a), donde a€M, perienece a R,
(condicién reflexiva).

2) Si (a, b)ER, y (b, £)€ R, entonces también (a, )ER.
{condicién transitiva). '

3) Si (e, b)€R,, enlonces también (b, e)€R, (condicién
simétrica),

De manera que la relacion de equivalencia es una relacion
binaria que cumple las condiciones reflexiva, transitiva y simé-
trica. En el parrafo siguiente estudiaremos otro caso particular
importante de relacion binaria, la ordenacién parcial.
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§ 4. CONJUNTOS ORDENADOS. NUMEROS TRANSFINITOS

En este parrafo exponemos varios conceptos relacionados con
la idea de ordenacidon de los elementos de los conjuntos, timi-
tdndonos a dar las nociones elementales; una exposicién mas
detallada se puede encontrar en la bibliografia que sefialamos
al final del libro.

1° Conjuntos pascialmente ordenados. Sea M un conjunto
arbitrario y ¢ una relacién binaria en él. Se dice que ella es
una relacién de orden parcial si verifica la propiedad reflexiva.
[(a, a)€ R}, la propiedad transitiva [si (s, bER, ¥y (b, c})ER,
entonces (a, ¢)€R,] y la siguiente condicién conocida como
propiedad antisimétrica: si agb y bea, entonces a=b. Ei orden
parcial se denota generalmente por medio del simbolo <. De
manera que as<_b significa que el par (@, &) pertenece al con-
junto R, correspondiente. Entonces se dice que e] elemento a
no supera a / o bien que estd contenido en 4. Un conjunto
en el que esid dado un orden parcial se dice parcialmente
ordenado.

Veamos ejemplo de conjuntos parcialmente ordenados.

1. Todo conjunto puede considerarse, de un modo ftrivial,
como un conjunto parcialmente ordenado aceptando que a<Cb
si, y s6lo si, a=»b. En otras palabras, el orden parcial puede
determinarse en cualquier conjunto mediante |a relacién binaria
de identidad E. Este ejemplo no es, por supuesto, de gran
interés,

2, Sea M el conjunto de todas las funciones continuas sobre
el segmento [, B]. Obtendremos evidentemente un orden par-
cial aceptando que f<Cg si, y sblo si, f({) < g({) para todo ¢,
o= i< p.

3. El conjunto de {odos los subconjuntos de un conjunto
i?do resulta parcialmente ordenado si M, << M, significa que

= M,

4, El conjunto de todos los numeros naturales resulta par-
cialmente ordenado si a<Cb significa «b es divisible por a».

Sea M un conjunto arbitrario parcialmente ordenado. En el
caso de que a<<h y as+b emplearemos el simbolo <, es decir,
escribiremos a < b, y diremos que a es menor que b o bien a
estd confenido estrictamente en b. A veces en lugar de a<lb
emplearemos la denotacién equivalente b ==a vy diremos en este
caso que & es no menor que a (0 mayor que g, si b¥=a) o bien
que b sigue a a. El elemento & de un conjunto parcialmenie
ordenado se denomina maximal si de a<<b se deduce que b=a.
El elemento a se llama minimal si de c<la se sigue que
c=a.

2 Ne2150



34 CAP. L ELEMENTOS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS

_ Un conjunlo parcialmenie ordenado se llama dirigido si para cuales-
quiera dos de sus puntos a y b existe un tercer punto ¢ que los sigue
(a=c, b=Zq).

2°. Aplicaciones que conservan el orden. Sean M y M’ dos
conjuntos parcialmente ordenados y f una aplicacién biunivoca
de M sobre M’. Diremos que esta aplicacion conserva el orden,
si de a<Ch, donde a, b€ M, se deduce que f(a)=<[(h) {en M').
La aplicacion [ se llama isomorfismo de los conjuntos parcial-
mente ordenados M y M’ si f(a} < f(b) se cumple cuando, y sélo
cuando, a<Cbh. Los propios conjuntos M y M’ se denominan en
este caso isomorfos.

Sea, por ejemplo, M el conjunto de los nimeros naturales
con el orden parcial sefialado en el ejemplo 4 del punto 1 v sea
M’ el mismo conjunto, pero ordenado del! modo natural, es
decir, de manera que b>a si b—a es un namero posilivo.
Entonces, la aplicacion de M sobre M’, que a cada niumero n
le pone en correspondencia ese mismo numero, conserva el orden
(pero no representa un isomorfismao).

La propia relacién de isomorfismo enire conjuntos parcial-
menie ordenados es, evidentemente, una relacién de equivalen-
cia (ya que es simétrica, transitiva y reflexiva). Por lo tanto,
si tenemos una coleccién de conjunfos parcialmente ordenados,
todos los conjunios de esta coleccion'! pueden dividirse en clases
de conjuntos isomorfos. Cuando lo que nos interesa no es la
naturaleza de los elementos de los conjuntos, sino sélo el orden
parcial que en cllos existe, se puede, claro estd, considerar como
idénticos dos conjuntos parcialmente ordenados isomorfos.

3° Conjuntos ordenados. Tipos ordinales. Puede suceder que
siendo a y b elementos de un conjunto parcialmente ordenado
no se cumpla ninguna de las relaciones a<Cb y b<Ca. En este
caso se dice que los elementos a y b son incomparables. De ma-
nera que la relacion de orden resulta definida sélo para algunos
pares de elementos y por eso hablamos del orden parcial. En
cambio, si el conjunto parcialmente ordenado M no posee ele-
mentos incomparabtes, decimos que M es un conjunio ordenado
(linealmente ordenado, fotalmente ordenado). Es decir, M es un
conjunto ordenado, si esid parcialmente ordenado y si para
cualesquiera dos elementos distintos a, b€ M se tiene obligato-
riamente que o bien a<b o bien b <a.

Los conjuntos considerados en los ejemplos 1, 2, 3 y 4 del

1 Nos abstenemos de emplear conceptos como stodos los conjunios
parcialmente ordenadoss porque son, al igual que el concepto del sconjunto
de fodos los conjuntoss, internamente contradictorios por su esencia y no
pueden incluirse en concepciones matematicas rigurosas.
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primer punto son conjuntos parcialmente ordenados pero no or-
denados. Ejemplos elementales de conjuntos ordenados son Jos
niimeros naturales, el conjunto de todos los niimeros racionales,
el conjunto de todos los nimeros reales del segmento [0, 1],
efc. (con las relaciones naturales de «mayor» y «menors que exis-
ten en estos conjuntos).

Estd claro que cualquier subconjunto de un conjunto ordenado
también estd ordenado.

El orden es un caso particular del orden parcial y por eso
a los conjuntos ordenados se puede aplicar el concepto de apli-
cacion que conserva e| orden y, en particular, el concepto de
isomorfismo.

Se dice que unos conjuntos tienen el mismo tipo ordinal si
son ordenados e isomnrgos. De manera que el tipo ordinal es
lo comin que tienen todos los cenjuntos ordenados isomorfos,
de la misma forma que la potencia es lo comiin que tienen to-
dos los conjuntos equivalentes (considerados independientemente
de cualquier relacion de orden gue pueda existir en ellos).

La serie de nGmeros naturales 1, 2, 8, ... con la relacién
natural de orden entre sus elementos es el ejemplo mas elemen-
tal de conjunto ordenado. Su tipo ordinal se acostumbra a de-
notar con el simbolo ®.

Dos conjuntos ordenados isomorfos lienen, por supuesto, la
misma potencia (ya que el isomorfismo es una correspondencia
biunivoca) y por eso se puede hablar de la potencia que responde
al tipo ordinal dado (por ejemplo, al {ipo © le corresponde la
potencia &,). La afirmacidn reciproca, sin embargo, no es cierta:
un conjunto de una potencia dada puede ser ordenado, en gene-
ral, de diferenies modos. Sélo en el caso de conjuntos finitos
el tipo ordinal queda determinado univocamente por el namero
n de sus elementos (y se denola también mediante n). Pero ya
en el conjunto numerable de los numeros naturales es posible,
ademas de su tipo «natural» », considerar, por ejemplo, el siguien-

te tipo:
1) 3’ 5! ey 2r 4l ﬁ) ey

cuando cualquier nimero par sigue a cualquier impar y los ni-
meros pares e impares se ordenan entre si por su magnitud. Se
puede probar que a la potencia &, le corresponde una cantidad
infinita, e incluso innumerable, de diferentes tipos ordinales.

4, Suma ordenada de conjuntos ordenados. Sean M; y M,
dos conjuntos ordenados y 0, v 0, sus tipos ordinales, respecti-
vamente. En la union M, U M, de los conjuntos M, y M, se
puede introducir un orden aceptando que cada par de elementos
de M, estd ordenado igual que en M,, que cada par de elemen-

2%
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tos de M, tiene el mismo orden que en M, y que cualquier
elemento de M, precede a cualquier elemento de M,. (jComprue-
bese que asi queda efectivamente establecido un orden!) El con-
junto ordenado obtenido de esta forma lo llamaremos suma or-
denada de los sonjuntos M, y M, y lo designaremos M,—+M,.
Subrayemos que es importante el orden de los sumandos: la
suma M, M, no es isomorfa, en general, a la suma M,+M,.

Se dice que el tipo ordinal de la suma M, + M, es la suma
ordenada de los tipos ordinales ©, y 6, y se denota mediante

8,4 0,.
Esta definicién se puede fécilmenie extender al caso de un
nimero finito arbitrario de sumandos 0, &, ..., 0,

Ejemplo. Consideremos los tipos ordinales @ y n. Es facil
ver que n-+4wo=w; en efecto, si a la serie de los niimeros natu-
rales 1, 2, 3, ..., k, ... agregamos a su izquierda un ndamero
finito de elementos, obtendremos el mismo fipo ordinal . Sin
embargo, el tipo ordinal w--n, es decir, el tipo ordinal del
conjunto

1,28, s B crsi Bis Qs vive B
no es, evidenlemente, igual a w.

5°. Conjuntos bien ordenades. Niimeros transfinitos. Hemos
introducido anteriormente los conceptos de orden parcial y de
orden. Ahora introduciremos un concepto mas restringido, pero
muy importante, el concepto de buen orden.

prrinicion. Se dice que un conjunto ordenade estd bien ordenado
si cualquiera de sus subconjunios no vacios iiene un elemento
minimo (es decir, un elemenio que precede a todos los del sub-
conjunto).

Si un conjunto ordenado es finito, obviamente, esta bien
ordenado. Un ejemplo de un conjunto ordenado, pero no bien
ordenado, nos oirece la totalidad de los niimeros racionales del
segmento [0, 1]. Este conjunto, en si, tiene un etemento minimo,
el namero 0, pero el subconjunto suyo formado por los nimeros
racionales positivos no tiene elemento minime.

Esta claro que todo subconjunto (no vacio) de un conjunto
bien ordenado estd bien ordenado.

El tipo ordinal de un conjunto bien ordenado se llama nu-
mere ordinal (ndmero ordinal transfinito o més brevemente
transfinito ordinal, particularmente si se quiere subrayar que se
trata de un conjunto infinito).

La serie de los niimeros naturales (con la relacién de orden
corriente) representa no sélo un conjunto ordenado sino bien
ordenado. De manera que su tipo ordinal @ es nimero ordinal
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(itransfinito!). También lo es w-+ &, es decir, el tipo del conjunto

by 25w B wwns @ity ovay B
Al contrario, el conjunto
o=y e, —3, —2, —1 ()

esta ordenado, pero no estd bien ordenado. Aqui todo subcon-
junto no vacio fiene un elemento maximo (es decir, un elemento
que sigue a todos) pero no tiene, en general, un elemento mi-
nimo (por ejemplo, el conjunto (1), en si, no lo tiene). El tipo
ordinal (jque no es un ndamero ordinall) del conjunto (1) suele
denotarse mediante el simbolo w*.

Demosiremos la siguiente proposiicén, simple pero importante.

LEMA 1. La suma ordenada de un ndmero finifo de conjuntos
| bien ordenados es un conjunto bien ordenado.

En efecto, sea M un subconjunto arbiirario de la suma or-
denada M, +M,+ ...+ M, de conjuntos bien ordenados; con-
sideremos el primero de los conjuntos M, que contiente
elementos de M. La parie del conjunto M que figura en M,
representa un subconjunto det conjunte bien ordenado M, vy,
por lo tanto, tieme el primer elemento. Este serd también el
primer elemento de M.

COROLARIO. la suma ordenada de ndmeros ordinales es un nd-
mero ordinal.

Podemos, entonces, a partir de cierios nimeros ordinales cons-
truir nomeros ordinales nuevos. Por ejemplo, partiendo de los
nimeros naturales (es decir, de Jos nomeros ordinales finitos)
y de]l namero ordinal w, se pueden obtener los mimeros ordinales

w--n, 4o, ot o4, ot+olo, etc.

El lector podrd construir sin dificuttad los conjuntos bien
ordenados correspondientes a estos transfinitos ordinales.

Ademas de la suma ordenada de lipos ordinales se puede introducir el
producto ordenado. Sean M, y M, dos conjuntos ordenados segiin los {ipos
8, y B,. Tomemos wvarios ejemp?ares del conjunto M,, uno por cada ele-
mento de M,, y sustituyamos los elementos de M, por eslos ejemplares
de M,. El conjunto obtenido de este modo se llama producto ordenado de
M, y M, vy se denota mediante M,-M,. Desde el punto de vista formal el
conjunto M,-M, se compone de los pares (a, b), donde a € My y b€ M,,
acepldndose que (a,, b)) < (a5, b;) siempre que b, < &, (cualesquiera gue
sean ay, 4y) ¥ (a4, b) < (24, b) si @y < a,.

De un modo anélﬁf“ se define el producto ordenade de un ndmero finito
arbitrario de factores M -M,-...-M, El tipo ordinal 0 del producto M,-M,
de conjuntos ordenados se llama producfo de los {ipos ordinales 8, y 9,

§=86,-6,

El producle ordenado, al igual que la suma ordenada, no es conmutativo.
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LEMA 2. El producio de conjunfes bien ordenados es un confunto bien
ordenado.
Sea M un subconjunto cualquiera del producto M- Mg el conjunte M
estd compuesto por pares (a, b). Consideremos los segundos elementos & de
todos los pares que figuran en M. Ellos forman un subconjunto de M,.

Puesto que M, estd bien ordenado, este subconjunto tiene el primer ele-
mento. Denotémoslo mediante by y consideremos todos los pares de M del
tipo (a, #,}. Los primeros elementos @ de estos pares forman un subconjunto
en M,. Puesto que M, estd bien ordenado, entre ellos existe el primer
elemento, Sea éste a,. Es facil ver que el pur (g, by} serd enlonces el pri-
mer elemento de M,

C(}ROIJ-ARIO, El producio ordenado de nimeros ordinales es wun ndwers
ordinal,

Ejemplos. Se ve facilmenle gue w40 =0-2, o+ vl-o=0-3. Es ficil
también construir los conjuntos ordenados segin los tipos w-a, 0%, w?-n,
©® ..., @F, ... Todos estos conjuntos tienen potencia numerable.

Se puede introducir, asi mismo, olras operaciones con los tipos ordina-
les como, por ejemplo, la polencia y considerar enfonces nimeros ordinales

como, por ejemplo, av, @w?, ete.

6°. Comparacion de ndmeros ordinales. Si n, y a, son dos
nimeros ordinales finitos, o bien coinciden o bien unc es mayor
que otro. Veamos cémo se puede extender esta relacion de orden
a los nimeros ordinales transfinitos.

Con este fin introduciremos los siguientes concepios. Todo
elemenio @ de un conjunto bien ordenado M defermina el seg-
menlo inicial P= (la folalidad de elementos <a)yel reslo Q=
=(la totalidad de elementos = a).

Sean w y B dos nimeros ordinales y M y N dos conjuntos
de tipo o y B, respectivamente. Diremos que «=F si los con-
juntos M y N son isomorfos, que o <P si M es isomorfo a
algin segmento inicial de N y que « > {} si, al contrario, N es
isomorfo a un segmento inicial de M.

TeoRemMA. Dos nidmeros ordinales « y § arbitrarios verifican
una, y sélo una, de las relaciones:

a=pf, a <P o bien a>p.

Para demostras esta proposicion estableceremos, ante todo, el
siguiente lema.

i 1

LEmA. Si | es una aplicacion isomorfa 'de wun conjunto bien

ordenado A sobre algin subconjunto suyo B, enfonces f(a)=a
para todo a€ A.

En efecto, si existen elemenios a€ A tales que [ (a) < g, entre
ellos podremos encontrar el primero (jtenemos buen orden!}. Sea
éste a, y sea b,=f(a,). Entonces, &, <a,y, por ser f un iso-
morfismo, f(b,) < fla,)=25, es decir, ¢, no seria el primero de
fos elementos con esta propiedad.
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De este lema se deduce inmediatamente que un copjunto bien
ordenado no puede ser isomorfo a un segmento suyo, ya quesi A
fuese isomorfo al segmento determinado por el elemento @, ten-
driamos que f(a) <<a. En otras palabras, las relaciones

a=fya<lp

no pueden tener lugar simultineamente. Del ‘mismo modo no
puede ser a la vez a=P y « > p. Por ofro lado, tampoco pue-
den verificarse simultaneamente las relaciones

a<pya>8,

ya que si esto fuese asi, tendriamos (jpor la propiedad transi-
tival) que & < a lo que, como hemos visto, es imposible. Hemos
demostrado de esta forma que si se verifica una de las relaciones
arz-ﬁ:_l'as otras dos no se cumplen. Probemos ahora que una de

estas relaciones siempre tiene lugar, es decir, que cualesquiera
dos ntimeros ordinales son comparables.

Consideremos para cada namero ordinal a el conjunto W ()
de los nimeros ordinales <C e Los nimeros que figuran en W (x)
son comparables y el propio conjunto W (a} (ordenado segin la
magnitud de los ndmeros ordinales) es de tipo «. En efecto, si
el conjunto

TA=dvownty sy by aai)

es dejtipo e, los niimeros ordinales inferiores a o corresponden
biunivocamente, por definicién, a los segmentos iniciales del con-
junto A y, por consiguiente, a los elementos de este conjunto.
En otras palabras, los elementos de un conjunto de tipo o pueden
ser numerados mediante los niimeros ordinales inferiores a a:
A=(pa, ..., a4, ...}

Sean ahora o y P dos nimeros ordinales; entonces, A=W (a)
v B=W (B) son conjunios de tipo & y f3, respectivamente. Sea,
ademas, C= AN B la inferseccion de los conjuntos A y B, es
decir, la totalidad de nimeros ordinales inferiores simultineamente
a o y B. El conjunto C estd bien ordenado; sea y su tipo.
Demostremos que y=Ca« En efecto, si C= A4, entonces y=cq;
si Cs= A tendremos que € es un segmento del conjunto Ay por
eso

¥ < o
Efectivamenie, para fodos los E€C, n€ ANC los nimeros § y 3

son comparables, es decir, £7n. Pero es imposible que sea
N<E< 2 va que en este caso tendriamos y€C. Por lo tanto,
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E <, lo cual significa que C es un segmento del conjunto 4 v
que v < . Ademds, y es el primer elemento del conjunto A C.
De manera que

vy << a y, anilogamente, v=<If.

Ahora bien, no puede ocurrir que y<a v y<'B, va que en
este caso tendriamos que

vY€EANC, ve€BNC,

es decir, por una parte, v€C y, por otra, yEANB=C. Por
consiguiente, sdlo pueden darse los siguientes casos

y=a y=B a=f

y=a, y<fp, a<p,

Y <, = ﬁl oz ISJ
es decir, « y f} son comparables. E! ‘evrema queda demostrado.

Puesto que a cada nimero ordinal le corresponde una potencia
determinada y puesto que la comparabilidad de los nimeros or-
dinales implica, obviamente, la comparabilidad de las potencias
correspondientes, llegamos al siguiente resultado:

Si A y B son dos conjuntos bien ordenados, entonces, o bien
son equivalentes (fienen la misma pofencia) o bien la potencia de
uno es mayor que la polencia del ofro {en oiras palabras, los con-
junios bien ordenados no pueden tener potencias incomparables).

Consideremos la totalidad de fodos los nfimeros ordinales
correspendientes a la potencia finita o numerable. Ellos forman
un conjunto bien ordepado. Es facil ver que este conjunto es,
en si, no numerable. En efecto denolemos, segin se acostumbra
comtnmente, mediante », el tipo ordinal del conjunto de todos
los transfinitos numerables. Si la potencia correspondiente a este
tipo fuese numerable, también seria numerable el conjunto de
tipo ordinal w,-+ 1. Pero es obvio que el nimero o, sigue a fodos
los transfinitos correspondientes a la potencia finita o numerable.

Designemos mediante n; la potencia correspondiente al trans-
finito ordinal @,. Es facil ver que no puede existir ni una po-
tencia m que verifique la desigualdad

N <m< N,
Verdaderamente, si hubiese tai m, en el conjunto W (v,) de todos
los transfinitos ordinales precedentes a o, tendria que existir un
subconjunto de potencia m. Este subconjunto estaria bien orde-
nado y seria no numerable. Pero entonces su tipo ordinal «
tendria que preceder a ®, y, al mismo tiempo, seguir a todos

los transfinitos numerables. Esto contradeceria a la definicion
de w,.
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7°. Axioma de eleccion, teorema de Zermelo y otras proposi-
ciones equivalentes a ellos. El hecho de que fas potencias de dos
cualesquiera conjuntos bien ordenados son obligatoriamente com-
parables sugiere el siguiente planteamiento: ¢es posible establecer
de alguna manera un buen orden en un conjunio cualquiera? Esto
permitiria afirmar que no existen potencias incomparables. Una
respuesta pasitiva a este problema fue dada por Zermelo quien
demostré que fodo conjunto puede ser bien ordenado. Con este
teorema estd vinculada una serie de problemas profundos y de
principio. Esto se debe a que su demostracién (que no la daremos
aqui) se basa, de un modo esencial, en el llamado axioma de
eleccion que consiste en lo siguiente: .

Si fenemos un conjunto cualquiera M, existe una funcion ¢
gue pone en correspondencia a todo subconjunto no vacio A=M
un elemento determinado ¢ (A) de este subconjunto.

Uno de los problemas mas complejos y discutidos que surgen
al fundamentar la teoria de los conjuntos es la legalidad de
aplicar esie axioma a conjuntos arbitrarios en los razonamientos
que se hacen. No tenemos posibilidad de enirar aqui en su dis-
cusién. Observaremos, sin embargo, que la renuncia al axioma
de eleccién restringe, de manera muy esencial, la posibilidad de
diferentes construcciones en la feoria de los conjuntos.

Enunciemos algunas proposiciones, cada una de ellas equiva-
lente al axioma de eleccién (es deeir, cualquiera de ellas puede
ser demostrada si se acepta el axioma de eleccién y, viceversa,
el axioma de eleccion - puede ser demostrado si se toma por ver-
dadera alguna de estas proposiciones). Es obvio, ante todo, que
una de estas proposiciones es el propio teorema de Zermelo. En
efecto, si suponemos que el conjunto M esta bien ordenado, es
suficiente para construir la funcion ¢ (A), cuya existencia se afir-
ma en el axioma de eleccién, tomar el primer elemento en cada
subconjunto Ac M.

Antes de enunciar las demds proposiciones equivalentes al
axioma de eleccién introduciremos los siguientes conceptos. Sea
M un conjunto parcialmente ordenado. Todo subconjunto suyo A
cuyos dos elementos cualesquiera son comparables (en el sentido
del orden parcial existente en” M) se llama cadena. Una cadena
se llama maximal si no forma parte propia de minguna otra ca-
dena perteneciente a M. Finalmente, diremos que el elemento a
del conjunto parcialmente ordenado M es una cota superior del
subconjunio M’ < M si cualquier elemento a” € M’ es menor que a.

TEOREMA DE HAUSDORFF. Toda cadena de un conjunio parcial-
mente ordenado esid conlenida en alguna de laos cadenas maxi-
males de esie conjunio.
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El siguiente teorema es, posiblemente, la forma mas conve-
niente de las proposiciones equivalentes al axioma de eleccion.

TEOREMA DE ZORN. Si foda cadena de un conjunio parcialmente
ordenado M admile una cola superior, lodo elemento de M pre-
cede a un elemenio maximal.

No reproduciremos aqui la demostracidn de la equivalencia
de todas estas proposiciones (el axioma de eleccién, el leorema
de Zermelo, el {eorema de Hausdorfi y el teorema de Zorn)

Si el conjunto de las cotas superiores del subconjuntc A tiene elemento
minimo a, se dice que a es la cota superior minima del subconjunio A; de
un modo andlogo se define la cota inferior mdxima, Un conjunto parcial-
mente ordenado se llama retleulo o esfructura si todo subconjunto finife no
vacio de él admite cota superior minima y cota inferior méxima.

8%, Induccién transfinita. Un método amplizmenie extendido
de demostracién de unas u otras proposiciones es el método de
induccién matematica. Como se sabe, consiste en lo siguiente.
Supongamos que se tiene una proposicion P (n) que se enuncia
para cada ntimero natural n y supongamos que:

1) La proposicién P (1) es cierta.

2) Bajo la hipdtesis de la validez de P (k) para {odo k<Cn,
se deduce que P(n-+1) es cierta.

Entonces, la proposicién P (1) es valida para todos los n=1,
2, ..., 1, ... . Eneiecto, en el caso contrarlo podriamos encontrar
entre aquellos 1 para los cuales P(n) no es cierta el nlmero
minimo, digamos, n,. Es obvio que n, > 1, es decir, n,—I es
también un nGmero natural, y esto contradice a la condicién 2).

Se puede emplear un método anilogo sustifuyendo la serie
de los nimeros naturales por un conjunto bien ordenado cual-
quiera. En este caso de habla de la induccidn transfinita. De
manera que el método de induccién transfinita consiste en lo
siguiente. Sea A un conjunio bien ordenado (se puede considerar,
si se quiere, que es el conjunto de todos los transiinitos ordinales
inferiores a uno dado) y sea P {(a) una proposicion que se enuncia
para todo a€ A y tal que P(a) es cierta para el primer elemento
de A y es cierta para a si es vilida para todos los elementos
precedenies al elemento a. Entonces, P (a) es cierta para todo
a € A. Efectivamente, si en A existiesen elementos para los cuales
P (a) no se cumple, podriamos encontrar en el conjunto formado
por ellos el primer elemento, digamos @*, y obtendriamos una
contradicecién ya que para todos los elementos a < a* la propo-
sicion P (a) seria cierta.

La induccidén transfinita puede, en principio, aplicarse a un
conjunto cualquiera, ya que éste puede ser bien ordenado de
acuerdo con el teorema de Zermelo. Sin embargo, en la prictica
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conviene mas, casi siempre, sustituirlo por el teorema de Zorn,
donde solo se necesita la existencia de un orden parcial en el
conjunto considerado.

§ 5. SISTEMAS DE CONJUNTOS ©

1°. Anillo de conjuntos. Se llama sistema de conjuntos a todo
conjunto cuyos elementos son, en si, ciertos conjuntos. Si no se
especifica lo contrario, estudiaremos sistemas cuyos elementos
son cada uno un subconjunto de cierto conjunto fijado X. Deno-
taremos los sistemas de conjuntos con letras géticas mayiscilas.
Seran de interés principal para nosotros aquellos sistemas de
conjuntos que resultan cerrados respecto a las operaciones intro-
ducidas en el § I.

DEFINICION 1. Un sistema no vacio de conjuntos R se ilama anilfo
si de AeR y BER se deduce AABER y AnBedt.
Puesto que para cualesquiera dos conjuntos 4 y B

AU B=(AAB)A(ANB)

ANB=AA(ANB),

resulta que si A€R y Be, fambién pertenecen a M los con-
juntos AUB y AN B. Consecuentemente, un anillo de conjuntos
es un sistema de conjuntos invariante respecto a las operaciones
de unién e interseccion y de resta y diferencia simétrica. Es obvio
que todo anillo es, ademds, invariante respecto a la operacidn
de foda unién o interseccién finitas, es decir, respecto a las ope-
raciones del tipo

c=U4L0=N 4.
B=1_ k=1

Todo anillo contiene el conjunio vacio @ ya que siempre
ANA=. El sistema que consta sdlo del conjunto vacio repre-
senta el menor anillo de conjuntos posible.

Un conjunto E se llama unidad del sistema de conjuntos &
si pertenece a & y si, ademas, para todo A€& se verifica la
igualdad

Y Los concelmes que se infroducen en este parralo serdn empleados en
¢l capitulo VI al exponer la teoria general de la medida. Por eso este parrafo
puede ser estndiado més tarde. Aquellos lectores que piensan, al estudiar la
teoria de la medida, limitarse s6lo a la medida sobre el plano (§ 1| del ca-
pitule V1) pueden omitirlo completamente.
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AnE=A.

De manera que la unidad de un sistema de conjuntos & no
es otra cosa que el conjunto maximal de este sistema que con-
tiene todos los demas conjuntos que figuran en &.

Un anitlo de conjuntos provisto de la unidad se denomina
dlgebra de conjuntos,

Ejemplos. I. Cualquiera que sea el conjunto A, el sistema
M(A) de todos subconjuntos suyos representa un dlgebra de
conjuntos siendo la unidad el coajunto £=A.

2. Cualquiera que sea el conjunto no vacio A, el sistema
(@, A} formado por el conjunto A y el conjunto vacio & re-
presenta un &lgebra de conjuntos siendo la unidad el conjunto £ = A.

3. El sistema de todos los subconjuntos finitos de un conjunto
arbitrario A es un anillo de conjuntos. Este anillo representara
un algebra si, y sélo si, el propio conjunto A es finito.

4. El sistema de todos los subconjuntos acotados de la recta
nimerica es un anillo de conjuntos sin unidad.

Directamente de la definicién de un anillo de conjuntos se
desprende el teorema siguiente:

TEOREMA 1. La inlerseccion M= UEFI‘, de un conjunio cualquiera
(<3
1 de anillos es también un anillo.
Demostremos un resultado simple pero de imporlancia para
lo sucesivo.

TEOREMA 2. Cualquiera que sea el sistema no vacio de conjunfos @
existe un anillo y sélo uno, N (&) que contiene © y estd con-
tenido en cualquier anillo M que contiene &.

veEMosTRAcION, Es facil ver que el anillo (&) se determina

univocamente por el sisterna &. Para demostrar la existencia

de este anillo, consideremos la unidén X_~.UA de todos los

A€
conjuntos A que figuran en € y el anillo M (X) de todos los
subconjuntos del conjunto X. Sea 3 la totalidad de los anillos
de conjuntos que estan contenidos en M (X) y contienen &. La

interseccién
p=[1 %
HeX
de todos estos anillos seréd precisamente el anillo % (Z). -
En efecto, cualquiera que sea el anillo ®* conteniendo &,
la interseccion H=N* D (X) serd un anillo de )y, por

consiguiente,
EcReihi*,
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es decir, & verifica realmente la condicién de ser el anillo mi-
nimal. Este anillo se llama anillo minimal sobre el sistema &
y se denota N (E).

2°. Semianillo de conjuntos. En varios problemas, por ejemplo,
en la teoria de medida, desempefia un papel importante, ademéas
del concepto de anillo, el concepto mas general de semianillo
de conjunfos.

peFiNIcioN 2. Un sistema de conjuntos € se llama semianillo si

contiene el conjunto vacio 7, est4 cerrado respecto a la operaccién de

_ interseccién y cumple la siguiente propiedad:si Ay A, A pertene-
L

cena €, se puede representar el conjunto A en la forma A = {JA,,

E=1
donde Ag son conjuntos de & disjuntos dos a dos y el primero
de eflos es el conjunto dado A,.

Todo sistema de conjuntos disjuntos dos a dos 4,, 4,, ..., 4,
cuya unién es el conjunto dado A se llamara, en lo sucesivo,
descomposicion finita del conjunto A.

Todo anillo de conjuntos M es un semianillo ya que si A y
A, A figuran en M, tiene lugar la descomposicién

A=A,UA,, donde 4,=A\A, €R.

Un ejemplo de un semianille que no es anillo de conjunlos
obtendremos al tomar la totalidad de los intervalos (a, b), los
segmentos [a, b] y los semisegmentos [a, b) y (z, b] de larecta
numérica').

Veamos algunas propicdades de los semianillos de conjuntos.

LEmA 1, Supongamos que los conjuntos A,, A, ..., A, A per-
tenecen al semianillo @ y que, ademds, los conjuntos A, son sub-
conjuntos de A disjuntos dos a dos. Entonces, los conjunfos
A;(i=1,2, ...,n) sepueden fomar como los n primeros miembros
en la descomposicion finita

5
A= UAk, s=n,

k=1
del conjunto A siendo todos los A, €@.
pEMoSTRACION . Emplearemos el método de induccidn matematica.

Para n=1 la afirmacién del lema es valida de acuerdo con la
definicién de semianillo. Supongamos que esta proposicion es

1) En los intervalos se incluye, por supuesto, el intervalo « vacio»
(a, o) v en los segmentos, el segmenlo compuesto por un solo punto [a. a}.
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cierta para n=m y consideremos m—+ ! conjuntos A,, ..., 4,,
A, ., que verifican las condiciones del lema. Por hipotesis:

A=A UAU...UA,UB,UBU... UB,

donde todos los conjuntos B,(g=1, 2, ..., p) pertenecen a &.
Tomemos

Bql = Ani-l n Bq'

De acuerdo con la definiciéon de semianillo tiene lugar la descom-
posicion
B¢=Bq1UBmU s U‘qu,‘,.

—

donde todos los B,; pertenecen a &. Es facil ver que
g rq
A=AU...uA U4, uU UB,
q=1 =2

De modo que hemos demostrado la afirmacién del lema para
n=m+1 y, por consiguiente, para todo n.

LEMA 2. Cualquiera que sea el sistema finito de conjuntos
Ay, ..., A, pertenccientes al semianillo €, existe en & un

sisterma finito de conjuntos B, ..., By, disjuntos dos a dos,
tal que fodo A, se puede representar mediante la unidn
Ak= U Bs
fse My

de algunos de los conjuntos B,.

DEMOSTRACION, Para n=1 el lema resulta ftrivial, ya que es
suficiente tomar, en este caso, =1 y B,=A4,. Supongamos que
el lema es cierto para n=m y consideremos en € un sistema
de conjuntos 4,, ..., A, A,,, cualquiera. Sean B,, B,,..., B,
los conjuntos de & que verifican las condiciones del lema res-
pecto a A, A,, ..., 4,. Tomemos

By=A,::0NB;
En virtud del lema 1 liene lugar la descomposicidn
f q
Api= UBnU UB’pv B'pGC‘E, (1)
5=1 p=]
y de acuerdo con la definicidn propia de semianillo, la descom-

posicién
B,= B.n UB.:-: U...u Bs,fﬁ' B.*;G 2,
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facil ver que
’l
Ay = U UB.U-- k=1, 2, ....m

se My =1
y que los conjunios
st' B;
son disjuntos dos a dos. Es decir, los conjuntos B,;, B, verifican
las condiciones del lema respecto a A,, ..., 4,, A,.,. El lema
queda dernostrado.

3° Anillo engendrado por un semianillo. Hemos visto ya en
el primer punto que para todo sistema de conjuntos € existe un
anillo minimal, y sélo uno, que contiene a &. Sin embargo, no
es facil construir de hecho a partir de © el anillo M(€) en el
caso de un sistema & arbitrario. Esto resulta posible en el im-
portante caso cuando & representa un semianillo, como se ve
del siguiente teorema.

TEOREMA 3. Si & es un semianillo, N (S) coincide con el siste-
ma 3} de conjuntos A que admiten descomposiciones finitas

a=U 4,

&=
en conjuntos A€ €.
peEmosTRACION, Comprobemos que el sistema 3 forma un anillo.
Si A y B son conjuntos cualesquiera de B, tienen las descompo-

siciones
m

A=U4, B=UB,, 4,€8, B,cz.
k=1 k=1
Puesto que & es un semianiilo, los conjuntos
C-IIJ'__-AI U B}

también pertenecen a €. En virtud del lema 1 existen las des-
composiciones

i 5
A= UCUU U D, B,= U Ciyu U E (2
i r=1 i =1

donde Dy, E; €&. De (2) se desprende que los conjuntos AnB
y AAB admiten las descompesiciones siguientes:

Ana:Ucu. AnB=UDauUE,,
&} i & it
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es decir, pertenecen a 3. Por lo tanlo, 3 es realmente un anilo;
es obvio que entre los anillos que contienen &, éste es el anillo
minimal.

4°. Algebras de Borel. En varios problemas, en la teoria de
la medida, en particular, es preciso considerar la unién e inter-
seccion de una cantidad numerable, y no sélo finita, de conjuntos.
Por eso conviene introducir los siguientes conceptos, ademis
del de anillo de conjuntos.

peFINictoN 2. Un anillo de conjuntos se llama c-anitlo si junto
con toda sucesién de conjuntos A, A,, ..., A, ... contiene

la unidn
s=J 4.

pEFINICIoN 4. Un anillo de conjunios se llama 8-anillo si junto
con ioda sucesién de conjuntos A,, A,, .... A, ... contiene

la interseccidn
D= A,

Es natural llamar g-dlgebra a todo g-anillo con unidad y
8-dlgebra a todo 8-anillo con unidad. Es facil ver, sin embargo,
que estos dos conceptos coinciden: toda o-dlgebra es al mismo
tiempo una 8-algebra y toda §-dlgebra, una o-algebra. Esto se
deduce de las relaciones de dualidad :

Ua.=£ U &4,

N A4.=eN\U(ENA)

(véase ¢l § 1). Las 8-dlgebras o, que es lo mismo, las o-dlgebras
suelen Nlamarse digebras de Borel o, simplemente, B-dlgebras.

El ejemplo més sencilfo de una B-slgebra es la totalidad de
los subconjuntos de un conjunio A.

Si se tiene un sistema de conjuntos &, siempre existe al
menos una B-algebra que contiene este sistema. Eun efecto, pon-

gamos
x=U4
As&
y consideremos el sistema ¥ de todos los subconjuntos del
conjunio X. Esti claro que B es una B-dlgebra que
coniiene €. Si B es una B-dlgebra arbitraria que contiene €
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y X es su unidad, todo A€€ esta contenido en X vy, por con-
siguiente, X=JAcX. Una B.ilgebra B se llama irreducibie

Aee
(respecto al sistema €) cuando X=|J A. En otras palabras,
Ac

una B-ilgebra irreducible es una B-algebra que no contiene
puntos no pertenecientes a ninguno de los conjuntos A€&. Es
natural limitarse siempre a considerar sélo estas B-dlgebras.

Para las B-algebras irreducibles tiene lugar un teorema ana-
togo al teorema 2 demostrado anteriormente para los anillos.

TEOREMA 4. Cualquiera que sea el sistema de conjunios no vacio
€ existe una B-dlgebra B (€) irreducible (respecto a este sistema)
que contiene © y estd contenida en cualquier B-dlgebra que
contiene .

LA DEMOSTRACION se realiza exactamenie del mismo modo que
la demosiracién del teorema 2. La B-ilgebra B (&) se ilama
B-dlgebra minimal sobre el sisiema € o clausura boreliana del
sistema .

En el Analisis desempefian un papel impertante los llamados
conjuntos de Borel o B-conjunics, es decir, los conjuntos de la
recta numeérica pertenecientes al B-ilgebra minimal sobre la to-
talidad de los segmentos [a, b].

5°. Sistemas de conjuntos y aplicaciones. Senalemos algunos
resultados que nos haran falta al estudiar las funciones medibles.

Sea y=f{x) una funcién definida sobre el conjunto M y que
toma valores en el conjunto N y sea M algin sislema de sub-
conjuntos del conjunto M. Designemos mediante f () el sistema
de todas las imdgenes f(A) de Jos conjuntos pertenecientes a M.
Sea, ademas, M algin sistema de conjuntos contenidos en ¥
y 71 () el sistema de todas las imédgenes reciprocas [~'(A) de
los conjuntos que figuran en M. Tienen lugar las siguientes pro-
posiciones (dejamos a cargo del lector las demosiraciones):

1} Si 9 es un anillo, también lo es f~*(N).

2) Si N es un &lgebra, también lo es f~1(N).

3) Si N es una B-algebra, también lo es -+ {M).

4) Nf-, S?)zf“g’.)'i (3ty).

5) B (f~' M) = {1 (BEA)).
¢ Continuaran siendo ciertas estas proposiciones si sustituimos f-3
por fy I porMi?

Observaciones finales. La teoria de conjunios surge como una rama de

las Matemélicas en los trabajos del malematico alemin Georg Cantor. Las
ideas de Cantor, recibidas primero con desconfianza, obtienen mas larde
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una amplia divulgacion y en el siglo veinte el punio de vista de la teoria
de conjuntos se convierte en base de las mds diferentes ramas de las Male-
maticas : conceptos tan fundamentales como grupo, anillo, cuerpo, espacio
lineal, etc., se definen generalmente como conjuntos compuestos por elemen-
tos de una naturaleza arbitraria que verifican unos uotros axiomas comple-
mentarios. En el desarrollo sucesivo de la teoria de conjunios surgieron
varias dificultades logicas y esio condujo, naturalmente, a tratar de susti-
tuir la leoria de cenjuntos «ingenua» por construcciones axiométicas rigu-
rosas. Aquf resulté que algunos problemas de la leorfa de comjuntos que,
al parecer, admiten una solucién determinada de tipo «si» o «now», iienen,
en realidad, ofra naturaleza. Uno de eilos es el famoso problema de con-
tinuo : ¢ existen potencias no numerables inferiores al continuo ? Basindose
en cierta axiomatica (en la discusién de la cual no podemos aqui entrar),
Goédel demosird que la solueién negativa de esie problema no contradice
a la teoria axiomatica mencionada y, mds tarde, Cohen demostrd que su
solucién positiva no es contradictoria en el mismo sentido.

La teorla de conjuntos se expone, con mayor o menor detalle y gene-
ralidad, en varios libros de texto.
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ESPACIOS METRICOS
Y TOPOLOGICOS

§ 1. CONCEPTO DE ESPACIO METRICGO

1°. Definicién y ejemplos principales, Una de las operaciones
principales del Analisis es el paso al limite. Esta operacién des-
cansa sobre el hecho de que en la recta ninerica estd definida
la distancia entre dos punios. Muchos resultados principales del
Anilisis no tienen nada que ver con la naturaleza algebraica
del conjunio de los nlimeros reales (es decir con el hecho de que
forman un cuerpo) y solo se apoyan en aquellas propiedades de
los nfimeros reales que estin relacionadas con el concepto de
distancia. Generalizando la interprefacién de los nimeros reales
como un conjunto en el que se ha definido la distancia entre
sus elementos, llegamos al concepto de espacio métrico, uno de
fos conceptos mas importantes de la matemética moderna.
A continuacién exponemos los resultados fundamenfales de la
teoria de los espacios métricos y de sus generalizaciones, los
espacios topologicos. Los resultados de este capitulo son esencia-
les para toda la exposicién utterior,

peFinicioN, Un espacio méirico es un par (X, p), compuesio de
un conjunto (espacio) X de elementos (puntos) y de una distancia,
es decir, una funcién univoca real y no negativa p(x, y) defi-
nida para dos cualesquiera elementos x e y de X v que verifica
las tres condiciones siguientes:

1) p(x, y)=0 si, y sélo si, x=y,

2) (axioma de simetria): p (x, y¥)=p(y, x)

3E) }axiama triangular) : o(x, 2)<"p(x, )+ply, 2).

1 propio espacio métrico, cs decir, el par (x, p), lo deno-

taremos, como regla general, medianie una lefra:

R=(X, .
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En los casos en que la equivocacién esté excluida denotaremos
frecuentemente el espacio métrico con el mismo simbolo X que
describe la «reserva de puntos»s.

Sefialemos ejemplos de espacios métricos. Algunos de estos
espacios desempefian un papel muy importante en el Anilisis.

I. Tomando para los elementos de un conjunto arbitrario

J 0, si x=y,

P y]=i 1, si x==y,

obiendremos, evidentemente, un espacio métrico que puede ser

denominado espacio de puntos aislados.
2. El conjunto de los niimeros reales con la distancia

p(xv y]zlx_y[

forma el espacio méirico R
3. El conjunto de grupos ordenados de n numeros reales

Xy Xayooivw X

con la distancia

o(e9) =1/E1 (2 W)

se denomina espacio aritmético euclideo de n dimensiones R". Es
evidente que en R* se verifican los axiomas 1 y 2. Demostremos
que en R" también se cumple el axioma triangular.

Sean x==(tyy .y %)y §=Wao -0 o) ¥ 2=(ao -0 2.0 0
tonces el axioma triangular se puede escribir en la forma:

]/ & e < l/ A +]/ 2o @

Si tomamos y,—x,= 2y~ =0, tendremos zy—x, =
=gq,+ b, y la deslgualdad (2) ohtlene la forma:

V 3@y Sav) Zn. @

Pero esta desigualdad se deduce inmediatamente de la conocida
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desigualdad de Cauchy—-Buniakovski .

(Eakbk) < at- X0 @
k=1 / 1 k=1

k=

En efecto, de acuerdo con esta designaldad tenemos
" "l n " i

D (@tb)r= Yat+2 Dah+ B o< Xaj+

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

+2 ,ﬁ a3 bz+§l bi= (]/;_z at+ “ﬁl b:)s;

=1 k=1

con esto queda demosirada la desigualdad (3) y, por consiguiente,
la desigualdad (2).

4, Consideremos el mismo conjunto de grupos ordenados
de n nimeros reales x=(x,, ..., X,), pero definiendo la dis-
tancia en él mediante la férmula

Py (¥, y)= ;‘:3; | xe— ] - (5)

Se ve inmediatamente que se cumplen los axiomas 1, 2 y 3.
Denotaremos este espacio métrico con el simbolo R

. 5. Tomemos de nuevo el conjunto de los ejemplos 3 y 4
definiendo la distancia entre sus elementos mediante la férmula

Pl )= max: |4 —2x (6)

Es evidente que se cumplen los axiomas 1, 2 y 3. Para
muchas cuestiones del Andlisis este espacio, que denotaremos R,
es no menos cémodo que el espacio euclideo R".

Los tres (ltimos ejemplos muestran que a veces es importante
tener, en efecto, diferentes denotaciones para el espacio métrico
y para el conjunto de sus puntos, ya que una misma reserva de
puntos puede ser metrizada de diferentes maneras.

6. El conjunto Cpq, 4 de todas las funciones reales continuas
definidas en el segmento [a, b] con la distancia

p(f @)= max |g(®)—F(@©)| W]
a<fwb

% La desigualdad de Cauchy—Buniakovski se sigue de la identidad
n

{Enﬂk) = Zaﬂ kgbﬁ-—-%- Z Z(ﬂ‘.bj_bm”g.

k=1 i=1 j=1
que se puede comprobar directamente.
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también forma un espacio métrico. Los axjomas 1, 2 y 3 se
comprueban directamente. Este espacio desempefia un papel muy im-
portante enel Analisis. Lo denotaremos con e} mismo simbolo Cra, 5
que empleamos para el conjunto de los puntos de este espacio.
En lugar de Cpg, 43 escribiremos simplemente C.

7. Designemos mediante [, el espacio métrico cuyos puntos
son todas las sucesiones

KXo (X iRy oy Eguives)

de nameros reales que verifican la condicién
n
2
2, X} < oo
k=1

y en el que la distancia viene dada por

plx, 4= ]/kgl (e—x)* - (8

La funcién p(x, y} asi definida tiene sentido para todos x, y€1,,

va que la serie X (yy—x,)* converge siempre que 2 xi< oo
k=1 k=1

¥ k;] yi << oo; esto se desprende de la siguiente desigualdad

eien?éntal
(X =k 1) <2 (xR + yh)-

Al mismo tiempo vemos que si (X, X5 .-y Xy -2 .) € (Hys Yar v - -y
Y -..) pertenecen a I,, también (x, 4y, ..., X, ...)EL,.
Comprobemos ahora que la funcién (8) verifica los axiemas de
espacio métrico. Los axiomas 1 y 2 son evidentes y el axioma 3
adquiere en este caso la forma

l/ kgll {Zk—'Xx)gQI/k% (2p—1)® +]/zg{ (h—x* (9

De acuerdo con lo dicho anteriormente converge cada una de las
tres series que aqui figuran. Por otro lado para todo n se verifica
la desigualdad

V 2e—wr<V Se—uwr+) e

(véase el ejemplo 4). Pasando al limite para n-— co obtene-
mos (9), es decir, la desigualdad triangular en I,.
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8. Consideremos, al igual que en el ejemplo 6, el conjunio de
todas las funciones continuas en el segmento {a, b], pero definien-
do 1a distancia de otro modo, a saber

b 12
(¥, y) = ’ {0y =gy dt) : (10)

Este espacio métrico lo denotaremos C?n_ g ¥ lo llamaremos
espacio de funciones conlinuas con métrica cuadrédlica, Los axio-
mas | y 2 del espacio métrico son otfra vez evidentes, mientras
que e} axioma triangular se deduce directamente de la desigual-
dad de Cauchy—Buniakovski en su forma integral

b

& 2 b
(5 x (O y () dt) <3{ v (ryar-§ o2 (yae.

i ]

9. Consideremos el conjunto de todas las sucesiones acotadas
X=(X,, Xz ... X, -..) de niimeros reales. Admitiendo

o (x, ) =" | #y—xx], (1

obtenemos un espacio métrico que denotaremos m. Los axio-
mas 1, 2 y 3 se verifican evidentemente.
i0. El conjunto de todos los grupos ordenados de n niimeros
reales con la distancia
NP

ooty =( Zlu—xrr) 12)

donde p es un nfimero fijo arbitrario =1, representa un espacio
métrico que denotaremos RY’. También en este caso es obvio
que se verifican los axiomas 1 y 2. Comprobemos el axioma 3.
Sean x=(xy, X5y ..., X} Y=, Yoo - -1 Y} ¥ z={(2,, 23 .. 1 )
fres puntos de R{™. Pongamos

Ypo—Xx=0 Z—Yp=bp
La desigualdad

P, (%, 2) < pp (3, W)+ P, (4 2)
1 Esta desigualdad puede obtenerse, por ejemplo, de la siguienie iden-

tidad que se comprueba facilmente
b b

b 2 b b
(S (g () dt ) ={ewalpna—3 { fxoro—vororsa.
a a a a a



56 CAF. 1l. ESPACIOS METRICOS ¥ TOPOLOGICOs

que debemos demostrar puede representarse entoncesen la forma
/e

n 1/p n up n 1
(E|aa+f’n|") Q(ZW&!") +(Z|f’k|’) - (13)
k=1 / k=1 =1

Esta es la desigualdad de Minkowski, Para p=1 la desigualdad
de Minkowski es obvia (el valor absoluto de la suma no sobre-
pasa la suma de los valores absolutos) y, por consiguiente, pode-
mos limitarnos a considerar el caso p > 1%,

La demostracion de la desigualdad (13) para p>1 se basa
en la desigualdad de Holder:

a [ B up/ n 1ig
E-Iagb»fé(zmlf’) kE]b;.I"’) , (14)
k=1 k=1 k=1

donde los nimeros p>1 v ¢ > 1 cumplen la condicién
[T
T+=1. (15)
Observemos que la desigualdad (14) es homogénea. Ello sig-
nifica que si se cumple para dos vectores cualesquiera
a=(a, @y -..,a,) y b={b,, b,, ..., b,)

también se verifica para los vectores g v pb, donde A y pson
aitmeros arbitrarios. Por eso es suficiente demostrar 1a desigual-
dad {14) para el caso de que

2l = Bl =1 (16)

Supongamos; pues, que se cumple la condicién (16); demos-
fremos que

PALTAESE (17)

Consideremos en el plano (&, 1) la curva dada por la ecuacién
n=E"-1(£>0), o, que es lo mismo, por la ecuacién §=n7-?
(fig. 8). Del dibujo se ve claramente que para cualesquiera valo-
res positivos a y bserd 8,4 S, > ab. Calculemos las dreas S, y S,:

a b

U Para p < | la designaldad de Minkowski no tiene lugar. En ofras
palabras. si pretendiéramos considerar el espacio Rf;“ para p < |, en este

espacio no se cumpliria el axioma triangular,
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Por lo tanto, se verifica la siguiente desigualdad numérica
« alf g
ab‘s:__}—-,— S
Poniendo a=|a|, b=|b,] vy sumando respecto a k desde
1 hasta n, obtendremos tomando en cuenta (15) y (16)

kg]akbkié-.l'

Hemos demostrado la desigualdad (17) y, por consiguiente,
la desigualdad general (14). Para p=2 la desigualdad de H&l-
der (414) se convierte en la desigualdad de Cauchy-—Buniakov-
ski (4).

FIG. 8

Pasemos a demostrar ahora la desiguaidad de Minkowski.
Para ello consideremos la identidad

(al+[6)”=(lal+|b])~*|a]+(a}-|b)F*]b].

Tomando en la identidad escrita a=a,, b=05, v sumando res-
pecto a k desde | hasta n, obtenemos

E(Iﬂklﬂbkl]?ﬂ

= B (al+100 oy = X (anl+1807 |5}

Aplicando ahora a cada una de las sumas que figuran a la
derecha la desigualdad de Holder y tomando en consideracién que
(p—1) ¢=p, encontramos

2 (al+1b )7 <

g(kg (I i 1+ I bk ny)”q [k

n

o]+ [ 21|

=
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Dividiendo ambas partes de esta desigualdad por

/ n 1/q
Kk;‘ [Iak[+|bk|)'") ’

oblenemos
;on i/p n \Up L] 1/p
(;HEI (|an|+|bk{}”) g(}gm»l"’, +(k§jbk1"’>

y de aqui se deduce inmediatamente la desigualdad (13). Con
esto queda comprobado el axioma triangular para el espasio Rj.

La métrica p, considerada en este ejemplo coincide para p=2
con la métrica euclidea (ejemplo 3) y para p=1 con la métrica
del ejemplo 4. Se puede demostrar que la métrica

lpu(x' gy= max |y,—x]|
lehan

introducida en el ejemplo 5, es el caso limite de la métrica
P, (x, y), es decir,

it 1/p
po (¥, y)= lim (Z [ g —x, |P) .
pow \k=1

De la designaldad

7 q /
abg“ b ! 1

paaifPN NGy (S 1™ | N
plaie g /
establecida anieriormente, es facil deducir la desigualdad integral
de Hélder
[ tfq

.-'b s llp s b
§x(t)y(:)d¢£(§1x{t>rf’d:) (aﬂry(qu!)

que se verifica para cualesquiera funciones x({) e y(f) siempre
que Jas integrales que figuran a la derecha tengan sentido. A su
vez, de aqui se obtiene la desigualdad integral de Minkowski

b 1/p
+(Sw(m?df) :

L/p

(/ ] \1,-'5 &
l.\f Ix(t)-i-y{iJI'*dl/' é(f!xtf) |rd:)

11. Veamos otro ejemplo interesante de espacio métrico. Sus
elementos son todas las sucesiones de niimeros reales

Y=l Moy wwwy Xy vw)
tales que

)
kfdx,,]ﬂ( 0o,
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donde p=1 es un nimero fijo, y la distancia viene dada por
la férmula
7

w i.
pir =( 3 lyk—xklf') : (18)
Denotaremos este espacio métrico mediante {,.

De acuerdo con la desigualdad de Minkowski (13) tenemos
para n cualquiera

. 1o " bp :11 i
KE'?&"‘-"H"’) 4(21’%1”) +(Zlykl">
k=1 ; LEY k=l

Por hipétesis, las series

é}lxklf’ y 211 A

convergen; por eso, pasando al limite para n—-oc, obtenemos

= Lip iy \lep = e
(Z10—x) "<(Z1ar) "+ Z1ar) <o 0
k=1 3 =1

‘8

Esto demuestra que la férmula (18) mediante la cual se define
la distancia en /,, tiene seniido para cualesquiera x, y€l,. Al
mismo iiempo, la designaldad (19) muesira que en [, se verifica
el axioma triangular, Los demas axiomas son evidenies.

Un ndamero ilimitado de nuevos ejemplos proporciona la si-
guienie idea. Sea R =(X, p) un espacio méirico y M cualquier
subconjunto de X. En este caso el conjunto M con la misma
funcién p{x, y) pero definida ya para x e y de M también re-
presen}i?a un espacio meétrico, que se¢ denomina subespacio del es-
pacio R.

2%, Aplicaciones continuas de espacios métricos. Isometria.
Sean X e Y dos espacios méiricos y f una aplicacion del espa-
cio X en Y. Por lo tanto, a cada elemento x& X se pone en
correspondencia un elemento y=f(x) de Y. Esla aplicacién se
dice continua en el punto x,€ X, si para cada & >0 existe up
8 > 0 tal, que para todos x€ X que cumplen la desigualdad

p(xl xﬂ) < 6,
se verifica la desigualdad
o: (f(x), Flx,)) <e

(aqui p es la distancia en X y p, la distancia en Y). Si la
aplicacién [ es continua en todos los puntos del espacio X, se
dice que f es continua sobre X. Si X e Y son dos conjunios



60 CAP. I, ESPACIOS METRICOS ¥ TOPOLOGICOS

nurmericos, es decir, [ es una funcidn numérica definida sobre un
subconjunto X de la recta numérica, esta definicién de la con-
tinuidad de una aplicacién coincide con definicién, conocida del
Andlisis elemental, de la continuidad de una funcién.

Siendo la aplicacién [ del espacio X sobre el espacio ¥ biu-
nivoca, existe la aplicacién inversa x=f-*(y) del espacic Y
sobre el espacio X. Si la aplicacién f es biunivoca y bicontinua
{es decir, fanto f como f-! son aplicaciones continuas), se la
denomina aplicacién homeomorfa © homeomorfismo y los espa-
cios X e ¥, enire los cuales se puede establecer una aplicacion
homeomorfa, se denominan espacios homeomorfos. Como ejemplo
de espacios homeomorfos pueden servir toda Ja recta numérica
%;—oo, co) y un intervalo, por ejemplo, el intervalo (—1, 1).
‘n este caso el homeomorfismo se establece mediante la férmula

y:é arcty .

Un caso importante particular de homeomorfismo en la asi lla-
mada aplicacién isométrica de espacios métricos.

Una aplicacién biunivoca j del espacio métrico R =(X, p)
sobre el espacio métrico R'=(Y, p"} se denomina aplicacién

isométrica, si
p {5y, Xo) = 0" (F(xa)s f(xg))

para cualesquiera x,, x,€R. Dos espacios R y R’, enire los
cuales se puede establecer una correspondencia de isometria, se
denominan isoméiricos.

La isometria de dos espacios R y R’ significa que las rela-
ciones métricas entre sus elementos son las mismas; puede ser
distinta sélo la naturaleza de los propios elementos, lo que,
desde el punto de vista de la teoria de espacios métricos, no
tiene importancia. En lo sucesivo los espacios isométricos serin
considerados como idénticos.

Al final del § 5 de este capitulo volveremos a {iratar, desde
un purlo de vista mas general, los conceptos aqui introducidos
(continuidad, homeomoriismo).

§ 2. CONVERGENCIA. CONJUNTOS ABICRTOS Y CERRADOS

1°. Puntos de acumulacién. Adherencia. En este paragrafo
expondremos algunos conceptos principales de la teoria de espa-
cios métricos que emplearemos frecuentemente en lo sucesivo.

Una bola abierta B (x,, r) en el espacio métrico R es el
conjunto de los puntos x€ R que verifican la condicién

plx, xo)<r.
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El punto fijo x, se ilama centro y el nGmero r, radio de esta bola.
Una bola cerrada B [x,, r] es el conjunto de los puntos x€ R
que cumplen la condicion

p (% x)<r

Una bola abierta de radio e y ceniro en x, se denominara
también e-vecindad V' de! punto x, y se denotard O,(x,).

£JERCICIO. Dése un ejemplo de espacio métrico y dos bolas 8({x, p,)
y By, pa) en &1, tales que py > pa, B (%, p1) < B (¥, pa)-

Un punto x€ R se denomina punio de adherencia del conjunto
McR, si cualquier vecindad suya contiene al menos un punto
de M. La totalidad de los puntos de adherencia del conjunto M
se denota mediante [M] y se llama la adherencia (fambién clau-
sura) de este conjunto. De esta manera hemos definido para los
conjuntos de un espacio métrico la operacicn de adherencia que
consiste en el paso del conjunto M a su adherencia [M].

TEOREMA . La operacion de adherencia tiene las siguientes pro-
piedades:
1) Mc[M],
2) [[M]]=[M],
3) si M,cM,, enfonces [M,]=[M,],
4) [M UM )=[M]0[M,].

DEMOSTRACION. La primera afirmacién es evidenie, ya que todo punto
perteneciente a M es un punto de adherencia del conjunto M.
Demostremos la segunda propiedad. Sea x€ {[M]]. En este caso,
en cualquier vecindad O,(x) de este punto existird un punto
X, € [M]. Pongamos e—p(x, x,)=e, y consideremos la bola
0,,(x,)-_Esta bola se encuentra integramenie dentro de la bola
0,(x). En efecto, si z€0,,(x,), tendremos p(z, %) <e y puesto
que p(x, x,)=e—e¢,, encontraremos, de acuerdo con el axioma
triangular, que

plz, x)<e,+(e—e,)=e,

es decir, z€0,(x). Como x, € [M], existira en O, (x) un punio
x,€ M. Pero en este caso x,€0,(x) ¥, puesto}_flque O‘(ix) es una
vecindad arbitraria de x, tendremos x € [M]. Hemos demostrado
la segunda afirmacién.

la tercera propiedad es evidente. Demosiremos, finalmente,
la cuarta.

1 Algunos avtores prefieren emplear en este caso el término «e-entornos,
(N. del T.)
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Si xG[(MI\JM J, x pertenece por lo menos a uno de los
conjunios [M,] o TM,]. es decir

[MuM,|c[M,]U[M,].

Puesto que M,cM, UM, y M,cM,UM,, la inclusién inversa
se desprende de la propiedad 3).

Hemos demostrado completamente el teorema.

Un punto x€R se llama punfo de acumulacion del conjunto
McR, cuando en toda vecindad suya existe un ndmero infinito
de puntos de M.

El punte de acumulacién puede perenecer y puede no per-
tenecer a M. Por ejemplo, si M es el conjunto de los nlimeres
racionales del segmento [0, 1], todo punte de este conjunto es
un punto de acumulacion de M.

Un punto x, perfenecienfe a M, se llama punfo aislado de
este conjunto, cuando una vecindad suya O,(x) suficientemente
pequefia no contiene otros puntos de M distintos de x. Propo-
nemos al lector demostrar, a titulo de ejercicio, la siguiente
afirmacion:

Todo punto de adherencia del conjunio M o bien es un punio
de acumulacion o bien un punto aislado de este conjunio.

De aqui se puede deducir que la adherencia [M] se compone,
en general, de tres tipos de punios:

1) los puntos aislados del conjunto M;

2) los puntos de acumulacién del conjunto M, pertenecien-
tes a M;

3) los puntos de acumulacién del conjunte M que no perte-
necen a M; de esta forma la adherencia [M] se obtiene agregando
a M todos sus puntos de acumulacion.

2°, Convergencia, Sea x,, X,, ... una sucesion de punios en
el espacio métrico R. Se dice que esta sucesién converge al
punto x, cuando toda vecindad O, (x) del punto x contiene todos
los puntos x,, empezando desde alguno, es decir, cuando a cada
namero e > 0 le corresponde un ndmero N, tal que O, (x) con-
tiene todos los puntos x, para n > N, El punto x se llama
limite de la sucesién {x,}.
Es obvio que se puede enunciar esta definicién también de
la siguiente manera: la sucesion {x,} converge a X, cuando
lim p (x, x,)=0.
n—+am
De esta definicién se desprende directamente que 1} ninguna
sucesién puede tener dos limites distintos y que 2) si la sucesién
{x,} converge al punto x, toda sucesion parcial contenida en ella
converge al mismo punto.
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El siguiente teorema explica la relacién estrecha existente
entre los conceptos de punto de adherencia y de limite,

1eorema 2. [Para que el punto x sea un punito de adherencia del
conjunto M, es necesario y suficienfe que exista una stcesion
{x,) de puntos de M que converja a x.

DEMOSTRACION, La condicién es necesaria, puesio que siendo x
un punto de adherencia del conjunto M, en cada vecindad O0,/x (x)
existe por lo menos un punto x,€ M. Estos punios forman una
sucesién que converge a x. La suficiencia es evidente.

Siendo x un punto de acumulacién del conjunto M, los pun-
tos x, € O1n (¥) N M, correspondientes a diferentes n, pueden esco-
gerse de manera que no coincidan entre si. Es decir, para que
el puniv x sea un punto de acumulacidn de M, es necesario y
suficiente que en M exista una sucesion de puntos distintos dos a
dos que converga a x.

El concepto de continuidad de una aplicacion del espacio
métrico X en el espacio mélrico Y, que hemos introducido en
el § 1, puede enunciarse ahora en términos de convergencia de
sucesiones: la aplicacion y=f(x) es continua en el punto x,
cuando cualquiera que sea la sucesién |x,} convergente a x,, la
sucesién |y, == f (x,)} converge a y,=f(x,). La demostracién de
la equivalencia de esta definicién a la dada en el § 1 no difiere
en nada de la demostracion de la equivalencia de las dos defi-
niciones de la continuidad («en el lenguaje de &, O» y cen et
lenguage de sucesioness) de las funciones de argumento numeérico
y el leclor podra realizarla.

3°, Subconjuntos densos. Sean A y B dos conjuntos de un
eiracio métrico R. El conjunto A se dice denso en B, cuando
[A]|=B. En particular, el conjunto A es siempre denso (en el
espacio R), cuando su adherencia [A} coincide con todo el espa-
cio R. Por ejemplo, el conjunto de los niimeros racionales es
siempre denso en la recta numérica. Se dice que un conjunio A
es nunca denso, cuando no es denso en ninguna bola.

Ejemplos de espacios provisios de un conjunto numnerable
siempre denso. Un espacio, que tiene un conjunto numerable
siempre denso, se jlama separable. Consideremos desde este punto.
de vista los ejemplos expuestos en el § 1.

1. El espacio «discretor del ejemplo 1 del § 1 contiene un
conjunto numerable siempre denso, si, y sélo si, estd compuesio
por un niOmero numerable de puntos. Ello se debe a que la
adherencia [M] de cvalquier conjunto M de este espacio coincide
con M.



G4 CAP. Il, ESPACIOS METRICOS ¥ TOPOLOGICOS

Todos los espacios dados en los ejemplos 2—8 del § 1 tienen
conjuntos numerables siempre densos. Senalemos en cada uno de
ellos un conjunto de este tipo, recomendando con insistencia al
lector realizar la demostracién detallada.

2. Sobre el eje real R, los puntos racionales.

3—>5. En el espacio euclideo de n dimensiones R” y en los
espacios Rf y Rj, el conjunto de vectores con coordenadas racio-
nales.

6. En el espacio Cia, ) €l conjunto de todos los polinomios
de coeficientes racionales.

7. En el espacio [,, el conjunio de sucesiones en cada una
de las cuales todos los miembros son racionales y solamente un
nimero finito (para cada sucesion el suyo) de estos miembros es
distinto de cero.

8. En el espacio Cf,, », €l conjunto de todos los polinomios
de coeficientes racionales.

El espacio m de sucesiones acofadas {ejemplo 9 del § 1) no
tiene ninglin conjunto numerable siempre denso. En efecto, con-
sideremos todas las sucesiones posibles compuestas de ceros y
unidades. Ellas forman un conjunto de potencia de continuo (ya
que se puede establecer una correspondencia biunivoca entre estas
sucesiones y subconjuntos de la serie natural). La distancia entre
dos de eslos punios, definida mediante la férmuia (11) del § 1,
es igual a 1. Envolvamos cada uno de estos puntos en una bola
abierta de radio ’/,. Estas bolas no se intersecan. Si tenemos un
conjunto siempre denso en este espacio, cada una de las bolas
construidas deberd contener por lo menos un punto de este
conjunto y, por consiguiente, ¢l no puede ser numerable.

4°, Conjuntos abiertos y cerrades. Consideremos los tipos mas
importantes de conjuntos en espacios métricos, es decir los
conjuntos abiertos y cerrados. El conjunto M, perteneciente a un
espacio métrico R, se llama cerrade, cuando coincide con su
adherencia: [M]}=M. En otras palabras, el conjunto se llama
cerrado, si contiene todos sus puntos de acumulacién.

En virtud del teorema 1, la adherencia de cuzlquier conjunto
M es un conjunto cerrado. Del mismo feorema se desprende que
fM] es el menor conjunto cerrado que contiene a M.

Ejemplos. 1. Todo segmento [a, b} de la recta numérica es
un conjunto cerrado.

2. Una bola cerrada representa un conjunto cerrado. En par-
ticular, el conjunto de funciones [ del espacio Cpa, 2, que verifi-
can la condicién |f({)| < K, es cerrado.

3. El conjunto de funciones de Cpa 4, que verifican la con-
dicion |f ()] << K (bola abierta), no es cerrado; su adherencia es
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el conjunto de funciones que cumplen la condicién
1 OI<K. _

4, Cualquiera que sea el espacio métrico R, el conjunto va-
cio @ y todo el espacio R son cerrados.

5. Todo conjunto, compuesto por un nimero finito de puntos,
es cerrado.

Las propiedades principales de los conjuntos cerrados pueden
enunciarse por medio del siguiente teorema.

TEOREMA 3. La inferseccion de cualquier nimero y la unidn de
| un ndmero finito de conjuntos cerrados son conjuntos cerrados.

DEMOSTRACION. Sea F.—_nF, la interseccion de los conjuntos
cerrados F, y sea x un punto de acumulacién del conjunto F.
Ello significa que cualquier vecindad O, (x) contiene un niimero
infinito de puntos de F. Pero entonces O, (x) contiene asi mismo
un nimero irfinito de puntos de cada conjunto F, y, puesto que
todos los F, son cerrados, el punto x pertenece a cada F,; por

consiguiente, xEF:ﬂF,, es decir, F es cerrado.
Sea ahora F la unién de un ntimero finilo de conjuntos cerra-

n
dos: FUF,-'. supongamos que el punto x no perienece a F.
i=1
Demostremos que x no puede ser un punto de acumulacion de F.
En efecto, x no pertenece a ninguno de los conjuntos cerrados
F; y, por consiguiente, no es punto de acumulacién de ninguno
de ellos. Esto quiere decir que para todo i se puede encontirar
una vecindad O, (x) del punio x que contiene, a lo sumo, un
numero finito de puntos de F; Tomando la menor de las vecin-
dades O, (1), ..., Oe,(x), obtendremos una vecindad O, (x) del
punto x que contiene a lo sumo un nimero finito de puntos de F.

Resumiendo, si el punio x no perlenece a F, no puede ser
punto de acumulacién de F, es decir, F es cerrado,

El teorema queda demostrado.

Un punto x se llama punfo interior del conjunio M, cuando
hay una vecindad O,(x) de este punto que pertenece infegra-
mente a

Un conjunto, todos los puntos del cual son interiores, se
llama conjunto abierto.

Ejemplos. 6. Un intervalo (a, b) de la recta numérica R es
un conjunto abierto; en efecio, si a < @ < b, la veeindad O, (w),
donde &¢=min(¢—a, b—a), estd contenida integramente en el
intervalo (a, b).

7. Una bola abierta B (a, r) de cualquier espacio métrico R
es un conjunto abierlo. En efecto, si x€B(a, r), tenemos

3 om0
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pla, x) < r. Tomemos £=r—gp(a, x). Entonces B (x, ey=B (a, r).

8. El conjunto de funciones continuas sobre {a, ¢] que veri-
fican la condicién f(f) < g(f), donde g(f) es una funcién conti-
nua determinada, representa un subconjunte abierto del espacio
Cia, 8-

TEOREMA 4. Para que el conjunio M sea abierio es necesario y
| suficiente que si complemento RNM al espacio R sea cerrado.

DEMOSTRACION. S M es abierto, cada punto x de M posee una
vecindad que pertenece integramente a M, es decir, que no tiene
ningiin punto comiin con RN\ M. Por consiguiente, ninguno de
los puntos que no perfenecen a RN M puede ser un punlo de
adherencia de R\ M, es decir, R\ M es cerrado. Viceversa, si
RN\M es cerrado, cualquier punto de M posee una vecindad que
pertenece iniegramente a M, es decir, M es abierto.

Puesto que el conjunto vacio y todo el espacio R son cerra-
dos y 2l mismo tiempo son complementos uno del otro, del
teorema demostrado se desprende el siguiente corolario.

coroLar1o. El conjunto wvacio 'y lodo el espacio R son abiertos.

Del feorema 3 y del principio de dualidad (la interseccion
de complementos es igual al complemento de la unién y la
unién de complementos es igual al complemento de las intersec-
ciones; véase pAg. 16) se sigue el siguiente feorema importante,
dual al teorema 3.

TEOREMA 3. La unién de un ndmero cualquiera (finito o infinilo)
y la inferseccion de un nimero finito de conjunfos abiertos son
conjuntos abiertos.

5°. Conjuntos abiertos y cerrados sobre la recta. La estructura
de los conjuntos abiertos y cerrados en uno u otro espacio métrico
puede ser muy compleja. Esto se refiere incluso a los conjuntos
abjertos y cerrados de un espacio euclideo de dos o mds dimen-
siones. Sin embargo, en el caso unidimensional, es decir, en ei
caso de la recta, ro es dificil dar una descripcién de todos los
conjuntos abiertos (y, por consiguiente, de todos los cerrados).
Ella viene dada por el siguiente tecrema.

TeorREmA 5. Todo conjunio abierfo de una recta numérica repre-
senta la suma de un nimero finito o numerable de intervalos
disjuntos dos a dos™.

U Los conjuntos de tipo {(—ec, o), (&, o) ¥ (—o0, P) también los
consideramos como infervalos.
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DEMOSTRACION. Sea G un conjunto abierto sobre la recta y x un
punto suyo cualquiera, De acuerdo con la definicién de conjunto
abjerto, existe por lo menos un intervalo que contiene a x y
esta contenido en ¢. Denotemos mediante /. la suma de todos
estos intervalos y demostremos que /. es también un intervalo.
Tomemos para ello

a-=inff,, b=supl,

{puede ocurrir que a=—oo y b= -o0) y comprobemos que
f.=1(a, b). Estd claro, ante todo, que [ .c(a, b). Viceversa, sea
¢ un punto arbitrario de (a, b), distinto de x; probemos que
y € [,. Aceptemos, para concrefar, que a < y < x. En este caso,
en [, existird un punto y' tal que a < y" < y. Esto significa que
en G hay un intervalo que contiene los punios g y x. Pero
enfonces también contiene y, es decir, y€/,. Del mismo modo
se puede considerar el caso y>x. El punto x perfenece a /,
por hipétesis. Por consiguiente, f,=(a, 6). El iniervalo {a, &)
ha sido definido de manera que él pertenece a G y no esta con-
tenido en ningin intervalo mayor que pertenezca a G. Es evi-
dente que los intervalos [, e [, correspondientes a dos distin-
tos puntos, o bien coinciden o bien no tienen puntos comunes
(de lo conirario, /. e [/, estarian contenidos en el intervalo
1, U/, mayor que cada uno de ellos y perteneciente a G}. Un
sistema tal de intervalos disjuntos es a lo sumo numerable: en
efecto, escogiendo en cada uno de estos intervalos y de una
manera arbitraria un punto racional, estableceremos una corres-
pondencia biunivoca entre estos intervalos y ciertos subconjuntos
del conjunto de nimeros racionales. Esta claro, finalmente, que
la suma de estos infervalos coincide con G. El teorema queda
demostrado.

Puesto que los conjunlos cerrados son complementos de los
abiertos, de aqui se sigue que todo conjunio cerrado sobre la
recia se obtiene omitiendo de la recta un nimero finito o nume-
rable de intervalos.

Los ejemnplos mas simples de conjunios cerrados son los seg-
menios, los puntos aislados y la suma de un nimero finito de
conjuntos de estos tipos. Considerernos un ejemplo mas complejo
de conjunto cerrado sobre la recta, el asi llamado conjunto de
Cantor.

Sea F, el segmento [0, 1]. De &l excluyamos el infervalo
I\;' % y designemos mediante F, el conjunfo cerrado que

: 1
queda. Desputs, omitamos de F, los intervalos L% %) v
l:%- -:-\_ v designemos mediante F, el conjunto cerrado que

3+
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queda {(compuesto por cuatro segmentos). En cada uno de estos
cuatro segmentos excluyamos el intervalo abierto central de lon-

gitud %. ete. (fig. 9). Continuando este !proceso, obiendremos
una sucesiéon decreciente de conjuntos cerrados F,. Tomemos

F es un conjunto cerrado (como interseccion de cerrados). Se
obtiene omitiendo del segmento [0, 1] un nimero numerable de

0 ”
a % Zi ]

Ff

o B _i,

Y Y 7% 44 F

po ez it i

SEEE, s S g

FIG. U

intervalos. Examinemos la estructura del conjunto F. Pertene-
cen a él, evidentemente, los puntos

1 2 1 g 7 8
0!1)_3“1"3|§)9’_§v9)--- (1)

que representan los extremos de los intervalos omitidos. El
conjunto F no se compone, sin embargo, solamente de estos
puntos. En efecto, se puede describir los puntos del segmento
0, 1], que pertenecen al conjunta F, de la siguiente forma.
epresentemos cada uno [de los ntmeros x, 0<Cx=<C1, en el
sistema fernario:

L | a a

x=td2t o gt
donde los niimeros a, pueden |tomar los valores 0, 1 y 2. A}
igual que en el caso de fracciones decimales, algunos niameros

pueden tener dos representaciones. Por ejemplo,

1 1 0 0 0 2 2 2
s=3tm+. . t+mt+t...=ztmutyEt...TE=t..
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Es facil comprobar que al conjunto F pertenecen aquellos
numeros, y solamente aquellos, x, 0 <Cx <1, que pueden repre-
sentarse al menos de una forma mediante una fraccidn ternaria
fal que en la sucesién a,, a,, ..., @,, ... no figura la unidad.
Por consiguiente, a cada punto xEF se le puede poner en co-
rrespondencia la sucesién

s as:“--r am ey (2)

donde a, es igual a 0 6 a 2. La totalidad de estas sucesiones
forma un conjunto de potencia de continuo. Es ficil comprobar
esto, si se pone en correspondencia a cada sucesién (2) la sucesién

bp bgn LRSS bu- SRS ) (2‘]

donde b,=0, cuando @,=0, y b,=1, cuando a,=2. La suce-
sién (2) puede ser considerada como la representacién de un
nimero real y, 0=y =<1 mediante una fraccién binaria, De este
modo obtenemos una aplicacién del conjunto F sobre todo el
segmento [0, 1]. De aqui se desprende que F tiene potencia de
continuo V. Puesto que el conjunto de los puntos (1) es nume-
rable, el conjunto F no puede limitarse a ellos.

EJERCICIOS. |. Demuéstrese directamente que el punto % perienece al

conjunto F sin ser exitremo de ninguno de los intervalos omilidos.
Sugerencia. E1 punto —i— divide el segmento [0, 1] en dos parfes segin

la razén -‘,1).— También divide en dos partes segin la razén % el segmento

0, -]- que queda después de la primera exclusidén, ete.

Los puntos (1) se Ilaman punios de primer género del cori]urllo Fy los
demis puntos suyos se denc de género.

2. Demuéslrese que los pu1tos de pnmer género forman un conjunio
siempre densoc en F.

. Demuésirese que los nimeros #,--£,, donde #,, {,€F llenan todo el
segmente {0, 2].

Hemos demostrado que el conjunto # es de potencia de con-
tinuo, es decir, tiene tantos puntos como todo el segmento [0, 1].
Es interesante comparar esto con el siguiente resultado: la
suma de longitudes de todos los intervalos omitidos es igual a

—;,;4—%—1—21?—&—.. .» @s decir, jexactamente a la unidadl

1 La correspondeicia establecida entre F y el segmento [0, |] es univoca,
pero no es biunivoca (porque un mismo numero puede ser representado,
a veces, por diferentes fracciones). De aqui se deduce que la poiencia de F
es no menos que la de continuo. Pero F es parte del segmento [0, 1] ¥. por
consiguiente, su potencia no puede ser mayor que la potencia de continuo.



70 CAP, Il. ESPACIOS METRICOS ¥ TOPOLOGLICOS

Observaciones complementarias.
(1) Sea M un conjunio de un espacio méirico R y sea ¥ un punto de
este espacio. La distancia del punio x ol conjunto M se deline por el nimero

p(M, x)=inf pla, x).
acM

S5i x€M, tememos p RM. x)=0; en cambio, p(M, x)=0 no implica que
xEM. De acuerdo con la definicion de punto de adherencia, obtenemos
inmediatamente que p (M, x)=0 si, v solo si, x es un punlo de adherencia
del conjunto M.

Por eso se puede decir que la operacidn de adherencia consiste en que
al conjunto se afiaden todos aquellos puntos cuyas distancias al econjunto
sean igual a cero,

(2) De una manera analoga se define la distancia entre dos conjuntos.
Si A y B son dos conjuntos del espacio mélrico R, fenemos

p(A. By=ini pla, b).
ac
belt
Si A B # @&, entonces p (A, B)=0; la afirmacién contraria no tiene, vn

general, lugar.
(3) Seu My el conjunto de todas las funclones f de €, 4 que verifican

la eondicion de Lipschiiz: para lodos los iy, f,€[a, b]
)= flit) ==Kl t.—4 |
donde K es un nomero fijo. El conjunlo My es cerrado. Coincide con la
adherencia del conjunto de funciones diferenciables en [a, 8] y tales que
HFrinl=K.
{4) El conjunto M=U My de todas lss funciones que veriflican la

K

condicién de Lipschilz, cada una con su nimero K, ne es cerrado. Su
adherencia coincide con todo el espacio Cp,, 5

(5) Un conjunto abierto G de un espacio euclideo de n dimensiones se
llama conexo, cuando dos cualesquiera punilos x, ¥ €G pueden unirse median-
te una quebrada que pertenece integramente a G. Por ejemplo, el conjunto
formado por los puntfos interiores del circulo x*4y* < | es conexo. Al con-
trario, la suma de dos circulos

Byt <y (k=2 < |

€s un conjunto desconexo (jaun cuando estos circulos tienen un punte comiin
de adherencial), Un subcenjunto abierlo H de un conjunto abierto G se llama
componertie del conjunto G, cuando es conexo sin sor parte de ningin otro
subconjunto abjerto conexo mayor del conjunto G. Valiéndose del teorema
de-Zorn, es facil ver que tiene lugar ia siguiente afirmacibn: todo conjunto
abierto G de un espacio euclideo de n dimensiones es la suma de un niintero
a lo sumo numerable de componentes disjuntos dos a dos.

En el caso de n=1, es decir, en la recta, todo conjunto abierto conexo
es un intervalo (incluyéndose en los intervalos los intervalos infinitos
(—oo, a), (b, ®) y (—=, ). Por consiguiente, ¢l teorema 5 sobre la eslructura
de Jos conjunics abierlos de la recta contiene dos afirmaciones: a) todo
conjunto abierto de la recla es la suma de un niamero finito 0 numerable de
componentes y b) un conjunto abierlo conexo de la recta es un intervalo.
La primera de estas afirmaciones se cumple también para los conjuntos de
los espacios euciideos de n dimensiones (y admite otras %eneraiizaciones).
mientras que la segunda afirmacién se refiere solamente a la recta.
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§ 3. ESPACIOS METRICOS COMPLETOS

1°. Definicion y ejemplos de espacios métricos completos.
Desde los pasos iniciales en el estudio del Anilisis Matematico,
podemos persuadirnos del papel tan importante que desempefia
en el Analisis la propiedad de complitud de la recta numérica,
es decir, el hecho de que toda sucesién fundamental de nimeros
reales converge a un limite determinado. La recta numérica
representa el ejemplo mas sencillo de los asi llamados espacios
metricos completos, cuyas propiedades principales consideraremos
en este punto. _

Una sucesién {x,} de puntos de un espacio métrico R se
llamard fundamenfal, cuando verifique el criterio de Cauchy, es
decir, cuando para cualquier ¢>0 exista un niumero ¥, tal, que
p{x., Xp}< & para cualesquiera n' > N,, n" > N,.

Del axioma triangular se sigue inmediatamente que toda
sucesidn convergente es fundamental. En efecto, si {x,] converge
a x, cualquiera que sea ¢ > 0 se puede encontrar un nimero N,
tal que o (x,, x}{%— para lodo n> N,. Por eso p(xy, xp)<<

< p (¥, X)-Fp(x., X)<e para cualesquiera o’ >N, y n" > N,.

peFinicion 1. Un espacio R se llama completo, cuando toda
sucesion fundamental de €l converge.

Ejemplos. Todos los espacios considerados en el § 1, a excep-
cién del sefalado en el ejemplo 8, son completos. En efecto:

. En el espacio de puntos aislados (ejemplo 1 del § 1) son
fundamentales sélo las sucesiones estacionarias, es decir, en las
que se repite constaniemente, comenzando desde cierlo nimero,
un mismo punto. Toda sucesion de este tipo converge evidente-
mente y, por consiguiente, este espacio es completo.

2. La complitud del espacio R', compuesto por los niimeros
reales, es conocida del Andlisis.

3. La complitud del espacio euclideo R" se sigue inmediata-
mente de la complitud de R. En efecto, sea {x'*'} una sucesion
fundamental de puntos de R*; esto significa que para lodo ¢ > 0
existe un ¥ =N, tal que

i‘. (X — x{@)E < 2
b=1

para lodos p, ¢ mayores que N. Aqui x'={x{™, ..., x"l. En
este caso para todo k=1, 2, ..., n obtendremos la desigualdad
correspendiente 4 la coordenada xi™:

lxp — x| < ¢
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siempre que p, ¢ > N; por consiguiente, {x§”’} es una sucesién
numerica fundamental. Tomemos

Xp=1lmxfP y x=(x, Xy .., X0
P

Es obvio entonces que

im x'? = x.
p-»
4—b5, La complitud de los espacios R} y R% se demuesira de
una manera totalmente analoga.
6. Demostremos la complitud del espacio Cg, 4. Sea {x, ()}
una sucesion fundamental de Cy,, 2. Ello significa que para todo
e >0 existe un N tal que

|xn(t}_xm(f”<8

siempre que n, m >N y para todo ¢, a<Cfi=Ch De aqui se
deduce que la sucesién {x, (f)} converge uniformemente. En este
caso, como se sabe, su limite x(f) serd una funcién coniinua.

Haciendo tender m al infinito en la desigualdad anterior, obten-
drernos

[, () —x ()| <e

para todo { y para todo n > N y esto significa precisamente que

{x,(t)) converge a x(f) en el sentido de la méirica del espacio
[a, 8]

7. El espacio 1,. Sea {#™} una sucesién fundamental en /..

Esto significa que para {odo &> 0 existe un N tal que

pr(x, )= B (X — X < g, para n, m>N. (1)
Aqui

xtn)=(xinl. x!sr:!’ v Xlkm! _“}_
De (1) se desprende que cualquiera que sea k,
(X — 2™ <e,

es decir, la sucesion de nimeros reales {x{”} es fundamental
cualquiera que sea k£ y, por consiguiente, converge. Tomemos
x= limx{”. Sea x la sucesion (¥, ¥ ..., ¥ ...). Debemos

-

demostrar que
o
a) ¥ xi< oo, es decir, x€1,
=1

b) lim p (™, x)=0,

e,



§ 3. ESPACIOS METRICOS COMPLETOS 73

Demostrémoslo. De la desigualdad (1) se deduce que para todo
nimero fijo M

(X — xm)2 < s,
3

Fijando n, pasermnos al limite para m — co. Tendremos

M
3 wp—np<e.

Esla relacion se verifica para cualquier M. Pasando en ella al
limife para M —- co, obtendremos

S —xr<e. @

k=1
De la convergencia de las series }_‘, (xm)e y kz (e —x,)? se

deduce la convergencia de la serie Zl x; (véase el ejemplo 7 del

§ 1) vy con esto queda demostrada la afirmacién a). Ahora bien,
puesto que e es arbitrariamente pequefio, la desigualdad (2) sig-
nifica que

Yim p (x™, %)= lim l/ ﬁi (xf—xg)* =0,

es decir, que x"™ — x en la métrica de [,. Queda también demos-
trada la afirmacion b).

8. Es fécil ver que el espacio C3, ,; no es completo. Consi-

deremos, por ejemplo, la siguiente sticesion de funciones conti-
nuas

—1 para —1<{f<{— %
Gu()=3 nt  para —+ <t
1 para nlgtgl
Es una sucesién fundamental de C*(_,, 1;, puesto que

§ (@) —@a () dt <

= min{nr, m) "

Sin embargo, no converge a ninguna funcién de C{_,, ;3. En
efecto, sea f una funcién de Cf., ,; y sea ¥ la funcién dlscon-
tinua, idéntica a—1 para <0 y +-1 para {=0.
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De la desigualdad de Cauchr—Buniak{wski (que, evidenfe-
mente, se verifica también, para las funciones coniinuas a trozos)

se deduce que

s 1

7 K7 ‘/l \JTI
. H—p@)prdt) < H—g, ()Pdt) +
(§aw—van ) <{] to—wora)

+( { @aO—b@rd) .

Puesto que [ es una funcion conlinua, la iniegral del miembro
de la izquierda es distinta de cero. Ademas, es obvio que
1
tim (g, (0 () de=0.
=1
1
Por eso, g(,f (£} — ¢, (1))*dt no puede tender a cero para n— oco.
-1

EAERCICIO. Demuésirese que el espacio de todas las sucesiones ocoladas
{ejemplo 9 del § 1) es completo.

2°. Principio de bolas encajadas. En el Analisis se emplea
con frecuencia el asi llamado lema de intervalos encajados. En
la teoria de espacios métricos desempefia un papel semejante el
siguiente teorema, llamado principio de bolas encajadas.

TEOREMA 1. Para que un espacio métrico R sea completo es necesario
y suficiente que cualquier sucesion de bolas cerradas de este
espacio, encajadas unas en ofras y cuyos radios tienden a cero,
fenga una interseccion no vacia,

DEMOSTRACION. NECESIDAD. Supongamos que el espacio R es com-
pleto y sea B;, B,, By, ... una sucesién de bolas cerradas,
encajadas unas en otras. Sea r, el radio y x,, el centro de la
bola B,. La sucesion de centros {x,) es fundamental, ya que
p(%s x,) <r, para m>n y r,—0 para n — co, Puesto que R
es completo, existe linx, Tomemos

no- @

x=Ilin x,;

- @
entonces, x€[) B,. En efecto, la bola B, contiene todos los

n
puntos de la sucesién {x,}, excepto, posiblemente, los puntos
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Xy, X, ..., %,_,. Por consiguiente, x es un punto de acumula-
cion de toda bola B,. Pero B, es un conjunto cerrado y por eso
x € B, para todo n.

SUFICIENCIA, Sea {x,} una sucesion fundamental. Demostremos
que tiene un limite. Puesto que es fundamental, podemos encontrar

un punto x,, de eila tal que p(x,, xa,) <~é— para todo nZ=n,.
Consideremos la bola cerrada de radio 1 con ceniro en x,,

denotémosla mediante B,. Escojamos luego un punte x,, de {x-j
tal que sea n,>n, ¥ p(Xm Xn,) <-2£; para todo n>=n,. Consi-
deremos la bola B, de radio % y centro en Xs,. E_n'genera!', si
los puntos x,,, Xa,, ..., ¥a, ya se han escogido (n, < n,<... <ng),
escogeremos el punto x,,,, de manera que sea fy,,>n; ¥ P (Xa

Knpe )L EillT para todo n>=n,,, vy lo envolveremos en una hola

cerrada B, de radio é_ Continuando este proceso, obtendremos

una sucesion de bolas cerradas B,, encajadas unas en otras; la
bola B, es de radio 2,‘—1_-1— Esta sucesiéon de bolas tiene, por

hipétesis, un punto comin; denotémoslo x. Es obvio que este
punto x es el limite de la sucesion {x,,}. Pero una sucesion fun-
damental, que contiene una sucesién parcial convergente a x,
converge al mismo limite. Por consjguiente, x =lim x,. El teorema
queda demostrado. nsa

EJERCICIOS. 1, Dado un conjunto M de un espacio méirico el namero
d(M)= sup p(x, y)
x, yeM

se [lama difimetro del conjunto M. Demuésirese que en un espacio métrico
completo foda sucesién de conjuntos cerrados no vacios, encajades unos en
otros v cuyos didmetros tienden a cero, tiene una interseccién no vacia.

2. Dese un ejemplo de un espacio métrico completo y de una sucesidn
de bulas cerradas de este espacio, encajadas unas en ofras, que tiene una
interseccién vacia.

3. Demuéstrese que un subespacio de un espacio mélrico completo R es
completo si, y sdlo si, es cerrado en K.

3°. Teorema de Baire. E] siguiente {eorema desempefia un
papel fundamental en la tcoria de los espacios métricos completos.
TEOREMA DE BAIRE. Un espacfo méirico complefo R no puede
representarse como la unidn de un nidmero numerable de conjun-
tos nunca densosV,

1 Se dice que el conjunto M es nunea denso en R, cuando cada hola
B C R contjene otra bola B', que no tiene con M ningin punio comin.
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DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario. Sea R= UMR, donde

a=1
cada uno de los conjuntos M, es nunca denso. Sea S, una bola
cerrada de radio 1. Puesto que M, no es denso en S, va
que es nunca denso, existe una bola cerrada S, de radio menor

que -;T v tal que S, =8, v 8§, N M,=g. El conjunto M, no

es denso en 8, y por eso la bola S, contiene una bola cerrada

S, de radio menor que % tal que S, N M,= g, etc. De esta

forma obtenemos una sucesién de bolas cerradas {S,}, encajadas
unas en otras, cuyos radios tienden a cero, siendo, ademis,
S, NM,=@. En virtud del teorema 1 del punto anterior, la

interseccidn n S, contiene un punto x. De acuerdo con el pro-

ne=1
cedimiento seguido, esle punto no puede pertenecer a ninguno
de Jos conjuntos M, y, por consiguiente, x€ |JM,, es decir,

n

R =;&U M, lo que esta en contradiccion con la suposicién hecha.
n
En particular, fodo espacio métrico completo sin puntos aisla-
dos es innumerable. En efecto, en este espacio todo punio cs
nunca denso.

4°. Completacion de un espacio. Si el espacio R no es com-
pleto, siempre puede ser incluido de cierta manera (y de hecho
de una manera finica) en un espacio completo.

DEFINICION 2. Sea R un espacio métrico. Un espacio métrico
completo R* se llama completacion del espacio R, si:
1_; R es un subespacio del espacio R*
2) R es siempre denso en R, es decir, [R]=R* (Aqui [R]
significa, claro est4, la adherencia del espacio R en R*).

Por ejemplo, el espacio de todos los nfimeros reales es com-
pletacién del espacio de los nlimeros racionales.

TEOREMA 2. Todo espacio méfrico R posee una completacion y
esta completacién es tinica, a menos de una aplicacion isoms-
] trica que transforma los puntos de R en si mismos.

pEMOsTRACION. Comencemos por la unicidad. Debemos comprobar

que si R* y R™ son dos complelaciones del espacio R, existe

una aplicacién biunivoca ¢ del espacio R* sobre R* tal que:
1) @ (x)=2x para todo x€R;
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2) si Xerx* e yr ey, entonces p, (X%, §*)=p. (X, ¥*)h
donde p, es la distancia en R* y p,, la distancia en R*™.

La aplicacién ¢ se construye del siguiente modo. Sea x* un
punto arbitrario de R*. En este caso, de acuerdo con la defini-
cién de completacion, existe una sucesién {x,} de puntos de R
que converge a x*. Los puntos {x,} pertenecen también a R*.
Puesto que R* es completo, {x,} converge en R* a un punto
. Estd claro que x* no depende de cémo se escoge la suce-
sién {x,}, convergente al punto x. Tomemos ¢ (+')=x". La
aplicacion ¢ es la aplicacién isométrica que necesitamos.

En efecto, esta claro que ¢(x)=x para todo x€ R. Ademas,
supongamos que

{x,} —x*en R* y {x,} —x" en R*,
{Uat— 3y en R*y {y,}—y* en R™;
entonces,
Py (¥ ¢1) = lim oy (5, o) = lim p(x,y 4,)
y al mismo tiempo
P (%, y) = lim p, (X, )= lim p (5 4,)-

Por consiguiente,
Py, g =p. (™ ).

Demostremos ahora la existencia de la completacion. La idea
de esta demostracién es la misma que en la teoria de Cantor
de los nimeros reales. La situacion ahora es incluso més simple
que en la teoria de los nimeros reales, ya que alli era necesa-
rio, ademas, definir todas las operaciones arifméticas para los
antes nuevos introducidos, es decir, para los niimeros irracionales.

Sea R un espacio méirico arbitrario. Dos sucesiones funda-
mentales {x,} y {x.} de R se llamarin equivalentes (denotacién
{%,} ~ {%a}), cuando lim p(x,, x;}=0. Esta relacion de equiva-

o

"

lencia es reflexiva, simétrica y transitiva. De aqui se desprende
que todas las sucesiones fundamentales, que pueden formarse por
medio de los puntos del espacio R, se dividen en clases de
sucesiones equivalentes entre si. Definamos ahora el espacio R*
del siguiente modo. Tomemos como puntos de cste espacio iodas
las clases de sucesiones equivalentes enire si y determinemos la
distancia enire ellos como sigue. Sean x* ¢ y* dos de estas
clases. Escojamos en cada una de estas clases un representante,
es decir, una sucesidn fundamental {x,} e {g,}. Pongamos

pxt, M= ,l,ii“a., (0 (X 8.). (3)



T8 CAP. 11, ESPACIOS METRICOS ¥ TOPOLOGICOS

Demostremos que es correcto definir asi la distancia, es decir,
que el limite (3) existe y no depende de cémo se escogen los
representantes {x,} € x* e {y,} €.

Puesto que las sucesiones {x,} e {y,} son fundamentales,
obtenemos, por medio del axioma friangular, que para todos n
y m suficientemente grandes

rp(xm yn)_P(-’fm ym)l =
=10 Yn)—P (Xulfm) 4= 0 (K0s ) —0 (s Y) | <<
élp{xm yn}_P (xm ym}|+]P{an ym}_p (xm’ ym)l"*“‘/‘c
KPWns Y) +0 (s %) < 5+ 5 =¢.(4)
Por consiguiente, la sucesion de nimeros reales s, =p (x,, ¥,)
verifica el criterio de Cauchy vy, por lo tanto, tiene un limite.

Este limite no depende de la seleccién de {x,} €x* e ly4,) € 4"
En efecto, sea

{xahy {va} €x* € {u,), {ya} €4*
Obtenemos por un razonamiento, analogo a (4),
1o (o gu)—0 (xn g) | < 0 (s X2} 0 (o Y2)-
Puesto que {x,} ~ {x\} e {g.} ~ {g.}, de aqui se sigue que
lim p (x,, y,)= lim p (x5, y7)-
- wm LR
Demostremos ahora que R* se cumplen los axiomas de espa-
cio métrico.
El axioma 1 se desprende inmediatamente de la definicion
de equivalencia de sucesiones fundamentales.
El axioma 2 es obvio.
Comprobemos ahora el axioma triangular. En el espacio
inicial R este axioma se cumple y por eso
P (¥ 2a) <P (X Ya) 4 0 (U 2a)-
Pasando al limite para n— oo, obtenemos
lim p{xnr zn){‘-t lim p(xrn yn)+ ]i”I p(ym Z_.‘),
- LN o~ o
es decir,
plx, 2)<<p (. ) +p(y, 2).

Demostremos ahora que R* es una completacién del espacio R.
A cada punio x€ R le corresponde una clase de sucesiones
fundamentales equivalentes entre si, a saber, la fotalidad de las
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sucesiones convergentes al punio x. Ademads, si

x= limx, e y= lint y,, tenemos p (x, y)= lim p{x,, 4.}
LX) - N -

Por consiguiente, obtendremos una aplicacién isométrica de
R en el espacio R, si a todo punto x€ R le ponemos en corres-
pondencias la clase de sucesiones fundamentales convergentes a x.

En adelante podemos identificar el espacio R con su imagen
en R* y considerar R como un subconjunto de R*.

Demostremos ahora que R es siempre denso en R*. En efecto,
sean x* un punto de R*y &> 0 un nomero arbitrario. Tomemos
en x* un representante, esto es, una sucesién fundamental {x}.
Sea N tal que p{x,, x,)< e para todo n, m > N. En este caso

0 (X )= lim p(x,, x,)<e
i =

para n 2= N, es decir, una vecindad arbitraria del punto x* con-
tiene un punto de R. Por consiguiente, la adherencia de R en R*
es todo el espacio R*

Resta demostrar que el espacio R* es completo. Observemos,
ante todo, que R* ha sido construido de manera que toda suce-
sién fundamental

e, Bl (5)

compuesta de puntos pertenecientes a R, converge en R* a un
punio determinado, a saber, al punto x*€ R* determinado por
la sucesion (5;. Ademas, puesto que R es denso en R*, para
toda sucesién fundamental x3, %3, ..., X, ... de punfos de R*
se puede construir una sucesién equivalente x,, x,, ..., X5 ...,
compuesta de puntos, pertenecientes a R. Para ello es suficiente

escoger a titulo de x, cualquier punto de R tal que p (x,, x3) < & :

La sucesién {x,} asi obtenida es fundamental y, de acuerdo con
lo demostrado, converge a un punto x*€ R* Pero esto significa
gue la sucesion {x} también converge a x*. El leorema queda
demostrado completamente,

§. 4 PRINCIPIO DE APLIGACIDNES CONTRAIDAS
Y SUS APLIGACIONES]

1°. Principio de aplicaciones contraidas. A titulo de aplicacién
del concepto de complitud consideremos el asi llamado principio
de aplicaciones contraides. Representa un instrumento 0til para
\a demosiracién de diferentes teoremas de existencia y unicidad
por ejemplo, en la teoria de ecuaciones diferenciales).
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Sea R un espacio métrico. La aglicacién A del espacio R
en si mismo se llama confraida, cuando existe un nimero o < 1
tal que para cualesquiera dos punios x, y € R se verifica la de-
sigualdad
p(Ax, Ay)<<op(x, g). (1)
Toda aplicacién contraida es coniinua. En efecto, si x,—x,
tenemos, de acuerdo con (1), Ax, — Ax.

TEOREMA ! (principio de aplicaciones contraidas). Toda apli-
cacion contraida, definida en un espacio métrico complefo R,
tiene un punto fijo, y sélo uno, (es decir, la ecuacidn Ax=1x
tiene una solucion, y solamente una).

DEMOSTRACION. Sea x, un punto arbitrario de R. Pongamos

X, =Ax, x,=Ax,= A%, efc.; en general, x,=Ax,.,=A"%,.
Demostremos que la sucesidn {x,} es fundamental. En efecto,

suponiendo, para concretar, que m>=n, tenemos

P (%, xm}:P(Aﬂxﬂl A”xo)ga"p X0y Xomr) <

sat [P [xn' xl}'l'P{xv xa)+ wisln "t'p{xm—u-l’ xﬂ'l-ﬂ)}

Sap(x, x){ldata+ ... o™ Cap (X, X)) = -

Puesto que « < 1, esta magnitud resulta tan pequefia como se quie-

ra, siempre que n sea sulicientemente grande.

Debido a la complitud de R, la sucesién {x,}, que es funda-
mental, tiene limite. Pongamos

x= lim x,.
n+®
Pero la aplicacion A es continua; por eso
Ax=A lim x,= lim Ax,= lim x,s, =x.
e e w L]

Por consiguiente, queda demostrada la existencia del punto
fijo. Probemos que es #nico. Si

Ax=x, Ay=y,
la desigualdad (1) nos da
oo 9 <oplx )

puesto que « < 1, de aqui se deduce que
p(x, y)=0, es decir, que x=y.

EJERCICIO. Demuésirese que para la exislencia de un punfo fijo no es
suficiente gue se cumpla la condicién p (4%, Ay) < p(x, y) para lodo x # g.
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2°, Aplicaciones elementales del principio de aplicaciones con-
traidas. El principio de aplicaciones contraidas puede emplearse
para demosirar teoremas de existencia y unicidad de soluciones
de diferentes ecuaciones. Junto con la demostracion de la exis-
tencia y de la unicidad de la solucién de la ecuacion Ax=ux,
el principio de aplicaciones contraidas ofrece un método aproxi-
mado para buscar esta solucién (el método de aproximaciones
sucesivas). Veamos los siguientes ejemplos elementales.

1. Sea f una funcién, definida en el segmento [a, b], que
verifica la condicién de Lipschitz

[ () —F () | <K | x,— 4|
con una constante K <1 y que transforma el segmento [a, b}

en si mismo. En este caso, f es una aplicacién contraida y, de
acuerdo con el teorema demostrado, la sucesion x,, x;,=/{(x,),

X,=f(x;), ... converge a la Uinica raiz de la ecuacidén x==f(x).
\\{'1‘ 4
I/ ! b
fra)
8
) T &=
ﬁ% f(w /f : |‘ i fnl')
/ o 1o
i, 'I- |
a XXXy Xy Xg a Xy HXXEG X L
FIG. 10 FI1G. 11

En particular, la aplicacion sera contraida, si la funcidn
tiene en el segmento [a, b] una derivada ' (x) tal que

[P (<K<

En las figuras 10 y 11 estén representadas las aproximacio-
nes sucesivas para el caso 0 < f' (x) < 1y para el caso —1 <f'{x)<0,
respectivamente. i )

Supongamos ahora que tenemos una ecuacion de tipo F(x)=0,
que F(@)<0, F(B)>0 y 0 <K, <F' (x) <K, sobre [a, &)
Para encontrar la raiz, introduzeamos ta funcién f (x) =x—AF (x)
y busquemos la solucién de la ecuacién x=/(x), equivalente
a la ecuacién F{x)=0. Puesto que [’ (x}=1-—2F'(x), tenemos
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| —hK,<<f (x)<< 1—2AK, y no costara ningiin esfuerzo escoger
el namero A de manera que se pueda emplear el método de
aproximaciones sucesivas. La idea aqui expuesta es un método
extendido que se emplea para buscar la raiz.

9. Consideremos la aplicacion A del espacio de n dimensio-
nes en si mismo definida por el sistema de ecuaciones lineales

n
y= _Zla,.,xﬁb! (=12 il
=
Si A es una aplicacion contraida, podemos aplicar el mélodo
de aproximaciones sucesivas para resolver la ecuacién x= Ax.
¢Bajo qué condiciones la aplicacion A sera contraida? La
respuesia depende de como se escoja la métrica en el espacio.
Consideremos tres variantes,
a) El espacio R, es decir, p(x, y)= max |[x,—;{;
fn

14 is
plu's ¥)=max|yf—ui|= m?*lzau (x7—x7) ||£
< max %}m,—jl,!x}—x}!_ gm;ﬁx ;'I“ui max | x;—x;|=
= (mflx gla;fl) p{x', x").
De aqui la condicién de coniraccion

_zlla;,-}é_‘a-(l. f=ily sy W (2)
f=

b) El espacio R}, es decir, p (x, y}=fi_;i‘i fxi—wils
JUS H”)=IE,|H§—'.U:|= ;l?ﬂn(x}‘"x}}' <
{ag glauﬁx}_-’f}'lé (‘“?";I“Ui) px, ")
De aqui la condicién de contraccion

;iﬁutéa<ly ,‘=]r Leay L (3]

e
c) El espacio R”, es decir (x, y)=V 3 (x,—y)*. En vir-
i=1
tud de la desigualdad de Cauchy-—Buniakovski, tenemos

oty y")=Zl (; a“-(x}-—x})}*é (;gaﬂ.}_) p(x', X").
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De aqui la condicién de contraccion

;Z_}aﬁga<1. (4)

Por consiguiente, si se verifica al menos una de las condicio-
nes (2), (3) 6 (4), existe un punto y sélo uno, x={(x;, X, ..., %,)
n

tal que x;= X a;;x,-+ bV ademés las aproximaciones sucesivas
=1

de esta solucién tienen la forma

xlm:{xiﬂl, x;O}' P x}]ﬂl‘
2= (e, 0, L, P,
X0 = (i, xb, L, P,

donde

n
k ! k=
X =3 a4+,
1=

Wi (d03, S0, 52ty (lauede ser un punto cualquiera de R".
Cada una de las condiciones (2), (3} y (4} es suficiente para
que la aplicacién y= Ax sea contraida. Respecto a la condicién (2)
se puede demostrar que es también necesaria para que la apli-
cacién y= Ax sea contraida (en el sentido de la métrica a)).

Ninguna de las condiciones (2), (3) y (4) es necesaria para
que se pueda aplicar el método de aproximaciones sucesivas. Se
pueden dar ejemplos, cuando una de estas condiciones se ve-
rifica, pero las olras dos no se cumplen.

Si |ag] < % {(en este caso se cumplen las tres condiciones),
es aplicable el método de aproximaciones sucesivas.

Si [a‘-_,-|=-3-t- {en este caso las tres sumas son iguales a l}, es
facil ver que el método de aproximaciones sucesivas no puede
aplicarse.

3°. Teoremas de existencia y unicidad de ecuaciones diferen-
ciales. En el punto anterior hemos sefialado algunos ejemplos

1} En particular, de cualquiera de las condiciones (2}, (3) 6 (4) se de-
duce que

ap—1 ay, cee Ay
oy daa—1 ... Gan #0
An1 s Ay —1
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elementales de aplicacién del principio de aplicaciones contraidas
en los espacios de una y n dimensiones. Sin embargo, las apli-
caciones méas importantes para el Anélisis del principio de apli-
caciones contraidas se refieren a los espacios funcionales de
infinitas dimensiones. Ahora veremos cémo mediante este prin-
cipio se puede obtener teoremas de existencia y unicidad de la
solucién de ciertos tipos de ecuaciones diferenciales e integrales.
|. Supongamos que se fiene una ecuacién diferencial

d i

Y_ix 9 (5)
con la condicidn inicial

ylx) =14, (6)

y que la funcién f, definida y continua en un recinfo plano 4]
que contiene el punto (x,, y,) verilica la condicion de Lipschitz
respecto a g:

”(X, yl.)_f(x- ys}l"*{«.A{ I'yl_yzl

Demostremos que entonces existe en un segmento |x—x,| <d
una solucion, y solo una, y=¢q(x} de la ecuacién (1), que veri-
fica la condicién inicial (6) (teorema de Picard).

La ecuacion {5) junto con la condicién inicial (6) es equiva-
lente a la ecuacion integral

¢ () =g+ (¢, @D, M
Debido a la continuidad de la funcién /, tenemos |f(x, ¥} | <K
para un recinto G’ = G que contiene el punto (x4, #,)- Escogemos
ahora el namero d > 0 de manera que se cumplan las condiciones:

1) (x, Y)€G, siempre que |x—x,|<d, [¢—Y,| < K4,

2) Md < 1.

Designemos mediante C* e} espacio de funciones continuas g,
definidas sobre el segmento |x—ux,|<{d y tales que |g(x)—
— Yo| <Kd, con la métrica p (g, @u)=max|@(x)—; (x|

E! espacio C* es completo, ya que representa un subespacio
cerrado del espacio completo de todas las funciones continuas
sobre [¥,—d, %,-+d]. Consideremos la aplicacién ¢ = Aq definida
mediante la formula

b () =y T w(O)dt,

donde |x—x,|<{d. Esta aplicacién (ransforma el espacio com-
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pleto C* en si mismo y es contraida en €l. En efecto, sea p€C*
y |x—x,|<d. En este caso,

I¢(—f)wynl=~5f(t. q‘(t))dtls.;f(d

Xy

y, por consiguiente, A(C*)=C*. Ademds,

[, (£)— deLxSUU,%uD—fquMHﬂé
< Md max | @, (x)—p, {x)].

Puesto que Md < 1, la aplicacion A es contrafda.

De aqui se deduce que la ecuacién ¢= Ag (es decir, la ecua-
cion (7)) tiene una solucién, y solo una, en el espacio C*.

2. Supongamos que se tiene un sistema de ecuaciones dife-
renciales

q"; {x)sz(x' ¥ (x)l #iie £ 'P?I(‘t))l ‘=;1| 2. vaey My (B)
con las condiciones iniciales
tpa'(xn):ynh f::]., 2. veeq R (9)

y que las funciones f;, definidas y continuas en un recinto G del
espacio R"*! que contiene el punio (x,, fe ..., Yon), verifican
la condicién de Lipschitz

[ R B R I 1R
<M max |g¥—y# .
lgialn

Demostremos que entonces existe en un segmento ]x—x,[l =d
una solucion, y solo una, del problema inicial (8) y (9), es decir,
un sistema, y solo uno, de funciones ¢; que verifican las ecua-
ciones (8) y las condiciones iniciales (9).

El sistema (8) junto con las condiciones iniciales (9) es
equivalente al sisicma de ecuaciones iniegrales

G @)=+ Flt 00, ooy @) i=1, ..., 0o (10)
o
Debido a 1a continuidad, las funciones f; son acotadas en un
recinto G'=G que contiene el punto (¥o, Yo ..., You) o8 decir,
cxiste una constante K tal que |f, (x, ¥, ..., w3} =K
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Escojamos ahora el nimero d > 0 de manera que se cumplan
las condiciones:
1) (%, 4, ..., Y)€EG, siempre que |x—x,|<<d, |y;—
— Yoi |Q Kdn
2) Md < 1.
Consideremos ahora el espacio Cj, cuyos elementos son los
sistemas ordenados @=(g,, ..., 9,) de n funciones, definidas
continuas para todo x, siempre que |x—x,|<Cd, y tales que
@ (¥)— ;] << Kd, y cuya méirica esta definida por

o(q, )= max | @; (0)—¥: (x) [

Esle cspacio es completo. La aplicacion V= Ag, dada mediante
el sistema de ecuaciones integrales

i@ =go+ SF 6 000, -, ealt)dt,

es una aplicacion contraida del espacio completo C7 en si mismo.
En efeclo,

P (1) — P (x) =
=l a@ e ) =R e (), .. @) d

y, por consiguiente,
max | ¥ (6) — ${? (x) | < Md max | gf* (x)— o (x) |-

La aplicacién A es contraida, ya que Md <1.
De aqui se deduce que la ecuacién ¢ = Ag liene una solucion,
y s6lo una, en ¢l espacio C}.

4°. Aplicacién del principio de aplicaciones contraidas a ecua-
ciones integrales. Empleamos ahora el método de aplicaciones
contraidas para demostrar la existencia y unicidad de la solucién
de la ecuacién integral lineal no homogénea de Fredholm de
segunda especie, es decir de la ecuacién

b
Fo=2{K(x, v) f@)dy+ox), (1)

donde K (llamada nicleo) y ¢ son funciones dadas; f, la funcion
incégnita y A, un pardmetro arbitrario.

Como veremos, nuestro método es aplicable solamente para
valores suficientemente pequefios del parametro A.
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Supongamos que K(x, g y @¢{x) son continuas cuando
assx<. b, as{y<_b, y, por consiguiente, | K (x, y)|<I M. Con-
sideremos la aplicacién g= Af del espacio completo Cya, » en si
mismo, definida por la férmula

B
g0 =2n5K(x, o) [ (9)dy+ o).
Tenemos
P (g, g.)=max Ilgl (x) —&, [x) I,{_‘
< | h| M (b-—a) max | f, (x)—Ff, (¥}|.

Por consiguiente, la aplicacion A es contraida, si [L| < h—](;’—_-;)‘

Del principio de aplicaciones contraidas deducimos que para

fodo %, tal que i?u|<mf_—§7, la ecuacion de Fredholm tiene
una solucién continua unica. Las aproximaciones sucesivas
for Fiv ---s fur ... de esta solucién tienen la forma

/]

fo ) =% K6, ) ey @) dy -+ (),

a

donde f,(x) es una funcién continua cualquiera.
El principio de aplicaciones contraidas puede ser también
empleado en el caso de una ecuacién integral no lineal de tipo
b

F=n K u Fondy-+ow), (12)

a

donde K y ¢ son continuas y, ademas, K verifica la condicién
de Lipschitz respecto a su argumento «funcionals:

JK(*‘:: LS Z,)-—K(X, ¥ Z,mé)ﬂ lzl_ze i
En este caso, para la aplicacién ‘g= Af del espacio completo
Cia.p en si mismo, definida por
o
g)=2§Kix. vi Fahdy+e ), (13)

a9
obtenemos la desigualdad
max | g, (¥) —g, () [ < [ | M (b—a) max | [, (x)—F, (¥},
donde g,= Af,, g,= Af,. Por consiguiente, la aplicacion A sera
contraida, siempre que |A|< Wo—=a"
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Consideremos finalmente la ecuacidn integral del tipo Volterra

f=r5Kx o) f @) dy+o0). (14)

En diferencia de las ecuaciones de Fredholm, el extremo superior
de la integral es aqui la variable x. Formalmente esta ecuacion
puede considerarse como caso particular de la ecuacién de Fred-
holm, completando la definicién de la funcién K mediante la
igualdad

Ki{x, y)="0 para y > x.

Sin embargo, en el caso de la ecuacién integral de Fredholm
hemos tenido que limitarnos a pequefios valores del parimetro A,
mientras que en el caso de la ecuacién de Volterra el principio
de aplicaciones contraidas (y el método de aproximaciones suce-
sivas) puede emplearse para todos los valores de A. Hablando
con mas precision, se trata de la siguiente generalizacion del
principio de aplicaciones contraidas:

Sea A una aplicacién continua del espacio métrico completo R
en si mismo tal que la aplicacion A" es contraida para algtin n;
en este caso, la ecuacion

Ax=x
tiene una solucion, y solo una.

En efecto, tomemos un punto arbitrario x, € R y consideremos
la sucesién A*x,(k=0, 1, 2, ...). Repitiendo la parte corres-
pondientemente de la demostracién del principio de aplicaciones
contraidas, podemos probar que esta sucesion converge. Pongamos

x=lim A*"x,.
ko

Afirmamos que
Ax=1x,
Efectivamente, debido a la continuidad de A, tenemos
Ax= lim A*"Ax,.

k-
Puesto que la aplicacién A es contraida,
p (A Ax,, A*ne)) <oap (A%-UrAx, < . .. afp (Ax,, X
Por consiguiente,
lim p (A*» Ax,, Akxg) =10,
L

es decir, Ax=ux.
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Demostremos la unicidad del punto fijo. Como todo punto
fijo respecto a A también serd fijo respecto a la aplicacion A"
y ésta es, a su vez, contraida,}este punto fijo puede ser sola-
mente unico. :

Probemos ahora que cierta potencia de la aplicacion

Af) =2 K (5 9)f @) dy+9 (x)

es una aplicacién contraida. Sean f, y f, dos funciones continuas
sobre el segmento [a, b]. Entonces
| Af () —Af | =|r § K (x, y)(fl(y)—fz{y))dyléé

<| MM x—a) max | [, ()=, (%)]-
Aqui

M=max|K(x, y}|

De aqui

| A%, () — A, () | < [ A M B max | L ) — o (0]
y, en general,

| A%, () — A7, ()| < | A Mr E= g e e C2

+

donde m= max |f, (x)—f, ()|
Cualquiera que sea el valor %, podemos escoger n tan grande
que
[A1M» (b—a)?
ﬂ! < Il
es decir, la aplicacion A” serd contraida para n suficientemente gran-
des. Por consiguiente, la ecuacién de Volterra (14) tiene solucion,
y ademds Unica, cualquiera que sea .

§ 5. ESPACIOS TOPOLGGICOS

1°. Definicion y ejemplos de espacios topoldgicos. Hemos
introducido los conceptos principales de la feoria de espacios
métricos (punto de acumulacion, punto de adherencia, adherencia
de un conjunto, etc.) basandonos en el concepto de vecindad o,
que de hecho es lo mismo, en el concepto de conjunio abierto.
Estos (iltimos conceptos (vecindad y conjunto abierto) se definian, a
su vez, medianie la métrica existente en el espacio considerado.
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Podemos, sin embargo, escoger otro camino y, sin introducir
métrica ninguna en ¢! conjuntio dade R, definir directamente
en R, mediante axiomas, el sistema de conjuntos abiertos. Este
camino conduce a los espacios fopoldgicos, respecto a ellos los
espacios meétricos representan un caso, aungue muy importante,
pero especial.

pekinicion. Sea X un conjunto cualquiera. Se llama fopologia
en X a todo sistema t de subconjuntos G de X que verifica dos
condiciones:

1°. El propio conjunto X y el conjunta vacio g pertenecen
ar

2°, La union UG, de un niunero cualquiera (finito o infinito)
i
y la interseccion n G, de un nimero finito de conjunfos de T
k=1
pertenecen a =,

Elconjunto X junto con la topologia 1, definida en €1, es decir, el
par (X, 7) se llama espacio topoldgico.

Los conjuntos, pertenecientes al sistema 7, se llaman
abiertos.

Un espacio métrico esta constituido por un conjunto de puntos
v una métrica introducida en este conjunto; de la misma lorma,
un espacio lopoldgico esta constituido por un conjunto de puntos
v una topologia introducida en &l. Por consiguiente, definir un
espacio topolégico significa definir un conjunto X y una topo-
logia © en él, es decir, indicar aquellos subconjuntos que se
consideran abjertos en X,

Esta claro, que en un misnio conjunto X se puede introducir
diferentes topologias, convirtiéndolo de esta forma en diferentes
espacios topoldgicos. Sin embargo, denotaremos el espacio topo-
i6gico, es decir, el par (X, 1), mediante una letra, digamos 7.
Llamaremos puntos a los elementos del espacio topeldgico.

Los conjuntos TG, complementarios a los abiertos, se llaman
conjuntos cerrados del espacio topolégico T. En virtud de las
relaciones de dualidad (§ I, capitulo I), de los axiomas 1 y 2°
se deduce que:

1’. El conjunto vacio & y todo el espacio T son cerrados.

2’, La interseccion de un namero cualquiera (finito o infinito)
y la unién de un namere finito de conjuntos cerrados son
cerrados.

En todo espacio topoldgico se introducen, a partir de estas
definiciones y de un modo natural, los conceptos de vecindad,
punitos de adherencia, adherencia de conjuntos, etc.:
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Se jlama vecindad del punto x€7T a todo conjunto abierto
G T que contiene el punto »; un punio x€T se llama punfo
de adherencia det conjunto M =T, cuando toda vecindad del
punto x contiene al menos un punto de M; un punto x se llama
punto de acumulacion del conjunto M, cuando toda vecindad dej

unto x contiene un namero infinito de puntos de M. La tota-
lidad de los puntos de adherencia del conjunto M se liama
adherencia del conjunto M y se denota mediante el simbolo [M].
Es ficil ver (realicese la demostracién) que los conjuntos cerra-
dos, definides maés arriba como complementos de abiertos, y sola-
menteellos, verifican la condicion {M] =M. Al igual que en el caso de
espacios métricos, { M} es el menor conjunto cerrado que contiene a M.

Ejemplos. 1. En virtud del teorema 3 del § 2, los conjuntos
abiertos de cualquier espacio métrico verifican los axiomas 1° y 2°
de la definicion de un espacio topoldgico. Por consiguiente, todo
espacio mélrico es un espacio topoldgico.

2. Sea T un conjunto arbitrario. Consideremos como abiertos
{odos sus subconjunios. Es obvio, entonces, que se cumplen los
axiomas 1° v 2° es decir, obtenemos efectivamente un espacio
topologico. En &l todos los conjuntos son a la vez abiertos y
cerrados y, por eso, cada uno de ellos coincide con su adherencia.
Esta {opologia trivial se observa, por ejemplo, en el espacio
métrico, sefialado en el ejemplo 1 del § 1.

3. Otro caso extremo se obtiene al considerar en un conjunio
arbitrario X la topologia compuesta sélo de dos conjuntos: el con-
junto X y el conjunto vacio 5. Aqui la adherencia de todo con-
junto no vacio coincide con todo X. Este espacio topoldgico
(que no representa, claro estad, gran interés) puede ser llamado
«espacio de puntos pegadoss.

4. Supongamos que 7' consta solamente de dos puntos a y
y que los conjuntos abiertos son todo el T, el cenjunto vacio
v el conjunto compuesto solamente del punto & Los axiomas
1° y 2° se cumplen. En este espacio (que frecuentemente se liama
espacio de dos punfos conexos) los conjuntos cerrados son: todo
el T, el conjunto vacio y el punto a. La adherencia del conjunto
puntual {b} coincide con todo el T'.

2°, Comparacion de topologias. Supongamos que en un misino
conjunto X se tienen dos topologias T, y T, (con ello quedan
definidos dos espacios topoldgicos: Ti=(Xy 1)y To=(X, )
Se dice que la topologia ¥, es mds fuerfe que la topologia <.,
cuando el sistema de conjuntos 7, esta contenido en v,. De la
topologia T, se dice en este caso que es més débil que 7,.

En el conjunto de todas las topologias posibles del conjunto
X se introduce, de manera natural, el orden parcial (la topolo-
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gia 1, precede a la 1,, cuando es mas débil que t,). Esta tota-
lidad de topologias tiene el elemento maximal—la fopologia en
la que son abierfos todos los subconjuntos (ejemplo 2}—y el
elemento minimal—1la topologia en la que son abiertos solamente
todo el X y @& (ejemplo 3).

TEOREMA 1. La inferseccion 1:=n~c,, de un conjunio cualquiera

de fopologias de X es una fo;olagfa de X. Esta topologia © es
mds débil que cualguiera de las topologias T,.

pemosTRActoN. Esid claro que Nw, contiene a X y &. Ademis,
cada sistema T, es cerrado respecto a cualesquiera sumas e inter-

secciones finitas; de aqui se deduce que =[], también posee
-3
esta propicdad.

coroLARIO. Sea B un sistema arbitrario de subconjuntos del conjunto
X, enfonces existe una topologia minimal de X que contiene a B.

En efecto, existen topologias que contienen a B (por ejemplo,
aquella en la que todo A4 — X es abierto). La interseccién de
todas las topologias que contienen a B es la deseada. Esta topo-
logia minimal se llama topologia generada por el sistema B y se
denota con t(B).

Sea X un conjunto arbitraric y A un subconjunto suyo.
Llamaremos fraza del sistema de conjuntos B sobre el subconjunto
A al sistema B,, compuesto de subconjuntos de tipo ANB.
Be€B. Es facil ver que la traza (sobre A) de la topologia <
(definida en X) representa una topologia v, de A. Por consiguien-
te, todo subconjunto A de cualquier espacio topolégico resulta
ser un espacio topolégico. El espacio topoldgico (A, t,) se llama
subespacio del espacio topolégico inicial (X, t). Esta claro que
dos distintas topologias T, y t, de X pueden producir una misma
topologia en A < X.

3°. Sistemas determinantes de vecindades. Base. Axiomas de
numerabilidad. Como hemos visto, para definir una topologia en
un espacio T hay que sefialar en &l el sistema de conjuntos
abiertos. Sin embargo, en muchos casos concretos es més comodo
sefialar no la totalidad de subeconjuntos abiertos del espacio
dado, sino un sistema determinante de subconjuntos que permite
definir univocamente la totalidad de los subconjuntos abiertos.
Por ejemplo, en el espacio métrico hemos introducido primero
el concepto de bola abierta (= e-vecindad) y después hemos de-
finido los conjuntos abiertos como aquellos que junto con cada
punto contienen una vecindad suya en forma de bela. En otras
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palabras, en el espacio métrico son abiertos aquellos conjuntos
y solamente aquellos que se pueden representar como la suma
de bolas abiertas (en nomero finito o infinito). En particular
son abiertos en la recta los conjuntos que se puede representar
como }a suma de un namero de intervalos y solamente esfos
conjuntos. Estas consideraciones nos conducen al importante
concepto de base de un espacio topoldgico.

pEFINICION. Una coleccion % de subconjunfos abiertos se llama
base del espacio topoldgico 7, cuando todo conjunto abierto de
T se pléede representar como suma de cierto namero de conjun-
tos de %.

Por ejemplo, la coleccion de todas las bolas abiertas (de
todos los radios y centros posibles) constituye una base en un
espacio métrico. En particular, el sistema de todos los intervalos
es una base en la recta. Si se toman solamente los intervalos
con extremos racionales, también constituyen una base en la
recta, ya que mediante la suma de estos intervalos se puede
representar cualquier intervalo y, por consiguiente, cualquier
conjunto abierto sobre la recta.

De lo expuesto se desprende que la topologia = del espacio
T queda definida, si se indica en este espacio una base 9. Esta
topologia t coincide con la coleccién de comjuntos que pueden
representarse como suma de conjuntos de %. Para que esta forma
de iniroducir la topologia tenga un valor practico es necesario
sefialar aquellas condiciones que debe cumplir un sistema % de
subconjuntos del conjunto dado T para que la coleccidn de todas
las sumas posibles de conjuntos de $ pueda ser considerada como
la coleccién de conjuntos abiertos en T (es decir, para que estas
sumas verifiquen los axiomas 1° y 2° de espacio lopologico).

Estas condiciones vienen dadas por el siguiente teorema.

TEOREMA 2. Supongamos que en un conjunio T se ha escogido
un sistema § de subconjuntos G, que verifica las siguienfes
condiciones:

a) Todo punio x€T esid contenido al menos en un subcon-
junto G,€3.

b) Si x€G, y x€Q,, existe un G, € lal que

x€G,cG,.n G.‘s'

Si declaramos abierfos en T al conjunto vacio y a todos lus
conjunios que se pueden representarse como la suma de deter-
minados G, €%, el conjunto T resultard un espacio fopoldgico
{es decir, estas sumas verificardn los axiomas 1° y 2°) y el
sistema % serd una base de él.
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pemosTracion. De las condiciones del teorema se deduce inme-
diatamente que todo el T y el conjunte vacio son conjuntos
abiertos y que la union de cualquier niimero de conjuntos abiertos
serd abierta. Demostremos que la interseccion de cualquier nimero
finito de conjuntos abiertos sera abierta. Es suficiente realizar

la demostracion para el caso de dos conjunios. Sea A=|JG,
o

yB= U Ga; entonces, ANB= U (G.N G, Por hipdtesis, para

o, B

todo plrnto xeG,nGp existe un G, €% lal que x€G, =G, N G,
Por consiguiente, el conjunto G,NG, es abierto, ya que puede
ser representado como la suma de todos los G, contenidos en él.
Pero en este caso es también abiertoel conjunto ANB=U(G,nG.).
El hecho de que % constituye una base del espacio topologico
construido se desprende de la forma misma en que se han defi-
nido los conjuntos abiertos en 7.

Para probar si una coleccidn dada de conjuntos abiertos es
base o no suele ser Gtil el siguiente criterio.

TeEoreMA 3. Para que un sistema 4{G.} de conjunfos abierfos
sea una base del espacio topoldgico T es necesurio y suficiente
que para todo conjunto abierfo G y fodo punfo x€ G exista un
conjunto G, de este sistema tal que x€G, = G.

pEMOSTRACION. S {G,} es base, fodo abierto G T es suma de
determinados G,:
G: U Go_,-

y, por consiguiente, todo punto x€G pertenece a algon G, con-
fenido en G. Viceversa, si se cumple la condicién del teoretna,
lng] es base. En efecto, sea G un conjunto abierto arbitrario.
ara todo punto x€G podemos enconirar un G,(x) tal que
x€G,(x) =G. La suma de estos G,(x), construidos para cada
X €G, coincide con G.

Es facil ver, mediante este criterio, que la coleccién de todas
las bolas abiertas de un espacio métrico constituye una base.
La coleccién de todas tas bolas de radio racional también cons-
tituye una base. En la recta es una base, por ejemplo, la
coleccion de todos los intervalos racionales (es decir, de todos
los intervalos de extremos racionales).

Una clase importante de espacios topologicos la constituyen
los espacios de base numerable, es decir, los espacios en los que
existe por lo menos una base, compuesia por un nimero, a lo
sumo numerable, de conjuntos. Los espacios de base numerable
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suelen también llamarse espacios con el segundo axioma de ru-
merabilidad.

Si un espacio topologico tiene una base numerable, en él
existe obligatoriamente un conjunto numerable siempre denso,
es decir, un conjunic numerable, cuya adherencia es todo el 7.
En efecto, sea {G,} una tal base. Tomemos en cada elemento
de esta base un punto arbitrario x,. El conjunio numerable
X ={x,} es siempre densoc en 7, ya que, de lo contrario, el
conjunto abierto no vacio G=T\[X] no contendria ningin
punifo de X y esto no puede ocurrir puesto que G es la suma
de determinados conjuntos del sistema (G,} y x€G,.

Para lcs espacios métricos se cumple también la afirmacién
recipreea:

Si en el espacio métrico R existe un conjunto Elc,,} numerable
siempre denso, fambién existe en R una base numerable.

En efecto, una tal base es, por ejemplo, la constituida por

las bolas abiertas B x,, —L), donde n y m recorren todos los
valores naturales, Por lo tanto, tiene lugar el siguiente teorema:

TEOREMA 4. Un espacio métrico R tiene una Dase numerable
| si, y sélo si, existe en ¢l un conjunto siempre denso.

En virtud de esle {eorema, todos los ejemplos de espacios
métricos, provistos de subconjuntos numerables siempre densos,
ofrecen, al mismo tiempo, ejemplos de espacios métricos con el
segundo axioma de numerabilidad. El espacio de las sucesiones
acotadas (véase el ejemplo 9 del § 1) que no tiene ningiin sub-
conjunto numerable siempre denso, tampoco tiene base numerable.

Observacion. El teorema 4 no se cumple, en general, para
los espacios topolégicos arbitrarios (no meétricos): se puede dar
ejemnplos de espacios, provistos de un conjunto numerable siempre
denso, que no tienen base numerable. Expliquemos la razén de
este fendmeno. Para todo punto x de un espacio métrico R existe

un sistema numerable U de vecindades (por ejemplo, el sistema

de bolas abiertas B (x, %)) que cumple la siguiente condicion:

cualquiera que sca el conjunto abierto G que contiene al punto
x, existe una vecindad der sistema ¥ que pertenece integramen-
te a G. Un sistema tal de vecindades se lama sistema defermi-
nante de vecindades del punto x. Si para un punto x de un
espacio topologico 7' existe un sistema determinante de vecin-
dades, se dice que en esie punlo se cumple el primer axioma de
numerabilidad. Si esto tiene lugar para cada punto del espa-
cio T, el espacio T se llama espacio con el primer axioma de
numnerabilidad.
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Sin embargo, en un espacio topoldgico arbitrario (aun cuando
esté compuesto por un nimero numerable de puntos) puede no
tener lugar el primer axioma de numerabilidad. Por eso no se
puede extender al caso de un epsacio topoldgico arbitrario aque-
llos razonamientos que en el caso de espacio métrico nos permi-
tieron deducir de la existencia de un conjunto numerable siempre
denso la existencia en este espacio de una base numerable.

Un sistema {M.} de conjuntos se llama cubrimiento del espa-

cio topoldgico T, cuando UM’M-T. Un cubrimiento, compues-
=]

to por conjuntos abjertos o cerrados, se llama cubrimiento abjer-

1o o cerrado, respectivamente. Si una parte {M,,} del cubrimiento

M, también constituye un cubrimiento del espacio T, se dice que

{Mq,} es un subcubrimiento del cubrimiento {My).

TEOREMA 5. S T es un espacio topologico de base numerable,
de todo cubrimiento suyo abierfo se puede extraer un subcubri-
miento finifo o numerable.

DEMOSTRACION. Sea {0y} un cubrimiento abierto del espacio T.
Entonces, lodo punio x€7 estd contenido en un O,. Sea {G,}
la base numerable de 7. Para todo x€T existe un elemento
G, (x) de esta base tal que x€G,(x)<0,. La totalidad de con-
juntos G, (x), obtenidos de esta forma, es finita o numerable y
cubre todo 7. Escogiendo para cada G, (x) uno de los conjuntos
0,, que lo contienen, obtendremos un subcubrimiento finito o
numerable del cubrimiento {0,}. El teorema queda demostrado.

De acuerdo con la definicion de espario topoldgico el con-
junto vacio y todo el espacio T son a la vez abiertos y cerra-
dos. Todo espacio, que no tiene ningin ofro conjunto a la vez
abierto y cerrado, se llama conexo. La linea recta R' representa
uno de los ejemplos mds simples de espacios conexos. Pero si
extraemos de R' aunque sea un sélo punto, el espacio que queda
ya no serd conexo.

4°. Sucesiones convergentes en 7. El concepio de sucesién
convergente, conocido de los espacios métricos, se extiende facil-
mente al caso de los espacios topoldgicos. A saber, la sucesién
Xy Xy -e., X, ... de puntos de T se llama convergente al
punto x, cuando toda vecindad del punto x contiene todos los
puntos de esta sucesién, comenzando de alguno. Sin embargo,
en los espacios topoldgicos este concepto de convergencia no
desempeiia ese papel fundamentai que le corresponde en los espa-
cios métricos. Esto se debe a que en un espacio métrico R un
punto x es un punto de adherencia del conjunto McR si, y



§ 5. ESPACIOS TOPOLOGICOS a7

s6lo si, en M existe una sucesién convergente a x, mientras que
en un espacio topoidgico esto, como regla general, no se cumple.
Si x es un punto de adherencia para M (es decir, pertenece a
[M]) en un espacio topolégico T, elic no implica la existencia
en M de una sucesion convergente a x. Consideremos, a titulo
de ejemplo, el segmento [0, 1], Hamando abiertos aquelios sub-
conjuntos suyos (ademas del” conjunto vacio) que se obtienen
omitiendo de &1 un nfimero finito o numerable de puntos. Es
facil ver que los axiomas 1° y 2° (pag. 90) se cumplen, es de-
cir, que tenemos un espacio topolégico. En este espacio serdn
convergentes sélo las sucesiones estacionarias, es decir, fales
gue sus elementos, empezando de cierto nfumero, coinciden:
Xy =Xp.1= ... (jdemuéstrese estol). Por otro lado, si coge-
mos, por ejemplo, a titulo de M el semisegmento (0, 1], el
punto O serd para él un punto de adherencia (jcompruébesel),
pero ninguna sucesién de puntos de M converge a 0 en nuesiro
espacio.

Las sucesiones convergentes ¢recobran su importancias, si en
vez de considerar espacios topoldgicos arbitrarios nos limitamos
a aquellos espacios, en los que se verifica el primer axioma de
numerabilidad, es decir, cuande para todo punio x del espacio
T existe un sistema numerable determinante de vecindades. En
este caso, todo punio de adherencia x de un conjunto arbitrarie
McT puede ser represenfado como limite de cierta sucesién
de punios de M. En efecto, sea {0,} un sistema numerable
determinante de vecindades del punto x. Podemos admitir que

n

0,50, (de lo contrario, sustituiriamos O, por nOk) . Sea
k=1

%, un punto arbitrario de M perteneciente a O, (k=1, 2, ...}

Esta claro que un punto x, asi debe existir, ya que de lo con-

trario x no seria punto de adherencia para M. Es obvio que

la sucesion {x;} converge a x.

Como hemos sefalado, todos los espacios métricos verilican
el primer axioma de numerabilidad. Es por eso que en el caso
de espacios métricos hemos podido enunciar, en términos de con-
vergencia de sucesiones, conceptos como adherencia, punlo de
adherencia, etc.

5°. Axiomas de separabilidad. Aunque muchos conceptos prin-
cipales de la teoria de espacios métricos se extienden facilmente
a cualesquiera espacios topoldgicos, sin embargo, un espacio
{opoldgico arbitrario representa un ente demasiado general desde
el punto de vista de los problemas del Analisis. En estos espa-
cios se producen, a veces, situaciones que difieren de modo sus-

A 2 2150
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tancial de lo que puede ocurrir en los espacios métricos. Asf,
hemos visto (cjemplo 4, pag. 91) que en un espacio topoldgico
un conjunto finito de puntos puede no ser cerrado, ete.

Entre los espacios topoldgicos se pueden destacar espacios
que por sus propiedades se aproximan a los espacios méiricos.
Para cllo hay que agregar a los axiomas 1° y 2° de espacio
topolégico unas u otras condiciones adicionales. Condiciones de
este tipo son, por ejemplo, los axiomas de numerabilidad que
permiten estudiar la topologia del espacio a partir del con-
cepto de convergencia. Otro tipo importante de condiciones
adicionales y de naturaleza distinta son los asi llamados axiomas
de separabilidad. Enunciaremos esta serie de axiomas en orden
de generalizacidn.

T, Primer axioma de separabilidad: para dos cualesquiera
diferentes puntos x e y del espacio T existe una vecindad O,
del punto x, que no contiene al punto g, y una vecindad 0, del
punto g, que no contiene al punto x.
wq Los espacios que verifican este axioma se |laman T,-espacios.
Un ejemplo de un espacio topoldgico, que no es T,-espacio, lo
ofrece el espacio de dos puntos conexos.

En un T, -espacio todo punto es un conjunto cerrado. En
efecto, si x4y, existe una vecindad O, del punto y que no

contiene a x, es decir, y€[x]. De manera que [x]=x. Por con-
siguiente, en un T,-espacio resulta también cerrado todo conjunto
compuesto de un namero finito de punios., Es mas, se puede
demostrar ficilmente que el axioma T, equivale a exigir que
todos estos conjuntos sean cerrados.

El axioma T,es una acentuacién del primer axioma de sepa-
rabilidad.

Ty Segundo axioma de separabilidad o axioma de Hausdorff:

para dos cualesquiera puntos x e y del espacio topoldgico T
existen vecindades O, y O, de interseccién vacia.
. Los espacios que verifican este axioma se llaman T,-espacios
o espacios de Hausdorff. Todo espacio de Hausdorff es un T,-
espacio, pero no viceversa. A tiiulo de ejemplo de un T,-espacio
ue no es espacio de Hausdorif podemos sefialar el segmento
?0. 1], en el que se consideran abiertos el conjunto vacio y todos
los conjuntos que se obtienen omitiendo del segmento a lo sumo
un nimero numerable de puntos.

Generalmente, en el Analisis no se emplean espacios mas
generales que los de Hausdorff. Es mas, como regla general,
los espacios, que representan interés para el Anélisis, verifican
ademds la siguienie condicién, mds fuerte aan, Ilamada condi-
cién de normalidad del espacio.
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Se llama espacio normal a un T, -espacio en el que cuales-
quiera dos conjunios cerrades tienen vecindades de interseccién
vacia.

Todo espacio normal es de Hausdorif. Un ejemplo de un
espacio de Hausdorff que no es normal lo ofrece el segmento
[0, 1], en el que las vecindades de todos los puntos, excepto
el punto O, se definen de la manera corriente, mieniras que para
las vecindades del cero se toman todos los semisegmentos [0, «)

de los que se han excluido los puntos de tipo ni n=12..).
Esto es un espacio de Hausdorff: el punto 0 y la sucesidn
{':T} represenian dos conjunics cerrados de interseccidn vacia

de esle espacio que no pueden ser separados mediante dos vecin-
dades de interseccién vacia.

Son_espacios normales, por ejemplo, todos los espacios mé-
fricos. En efecto, sean X e Y dos conjuntos cerrados de intersec-
cion vacia de un espacio métrico R. Todo punto x€ X tiene
una vecindad 0, que no se inierseca con Y vy, por consiguiente,
estd a una distancia positiva p, de V. De la misma forma fodo
punto y€Y estd a una distancia positiva Py de X. Considere-
mos los conjuntos abiertos ¥

. “p.

U= UB(x, %) yv=U 3(3, g)
xeX yeVv

que contienen a X e ¥ respectivamente, y demostremos que

la interseccion de estos conjunios es vacia. Supongamos que

zelUnV. En este caso, existe en X un punto x, tal que

P (xgs z)<%"i. y en Y un punto g, tal que p(z, ya)<%"—'.
Supongamos, para concretar, que p., <Cp,. Entonces

. Peo | Pro-
P (Ko Yo) <P (%o, 2) (2, yo) <5+~ 0y,

es decir, x,€ B{y,, py,); pero esto contradice 2 la definicion de
0y, Hemos demostrado nuestra afirmacion.

Todo subespacio de un cspacio métrico es por si mismo un
espacio meétrico y por eso también posee la propiedad de nor-
malidad. Esto, como regla general, no tiene lugar para los espa-

Y Se llama vecindad de un conjunto M deun espacio topolégico T a
todo conjunto abierto U que contiene a M.

¥ Agui B(x, r) representa, como siempre, una bola abierta de radio r
y centro en x.

4%
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cios normales arbitrarios: un subespacio de un espacio normal
no es necesariamente normal. De manera que la normalidad de
un espacio no es una propiedad heredera ™.

Una propiedad heredera es la_asi llamada regularidad fotal
de los espacios topolégicos. Un T, -espacio topolégico se llama
totalmente regular, cuando para todo conjuntc cerrado FcT y
todo punto x, €T ~\ F existe una funcidn continua real f, definida
sobre T, que es igual a cero en X, a la unidad sobre F y que veri-
fica la condicion 0< f(x)<C1. Todo espacio normal es total-
mente regular®, pero no viceversa. Todo subespacio de un espa-
cio totalmente regular (de un espacio normal, en particular) es
totalmente regular. A. N. Tijonov, a quien se debe el propio
concepto de espacio totalmenfe regular, ha demostrado que la
clase de espacios totalmente regulares coincide con la clase de
todos los subespacios normales. Desde el punto de vista del Anali-
sis, la importancia de los espacios totalmente regulares radica
en que sobre cualquier espacio de esta indole se puede definir
un namero «suficientemente grandes de funciones continuas, ya
que para cualesquiera dos puntos distintos x € y de un espacio
totaimente regular T existe una funcion real continua, definida
sobre T, que toma en estos puntos diferentes valores.

6°. Aplicaciones continuas, Homeomorfismo. El concepto de
aplicacién continua, que hemos introducido en el § I para los
espacios métricos, es extensible, naturalmente, a espacios topo-
légicos arbitrarios.

pEFINICION, Sean X e ¥ dos espacios topologicos. Una aplica-
cién f del espacio X en el espacio Y se llama confinua en el
punito x,, cuando dpara toda vecindad U,, del punto g,=f(x,)
existe una vecindad V., del punto x, tal que f(Vi)cUy, Una
aplicacion f: X —Y se llama confinua, cuando es continua para
todo punto x€ X. En particular, una aplicacién continua del
espacio topoiégico X en la recta numérica se llama funcidn con-
tinua sobre este espacio topolégico. Es facil ver, que en el caso
de espacios métricos esta definicién coincide, en efecto, con la
definicién de una aplicacién continua de un espacio métrico en
otro, que ha sido dada en el § 1 de este capitulo.

1 Una propiedad P se llama heredera, si siendo jusla para todo el es-
pacio topolégico T iambién se verifica para cualquiera de sus subespacios.

2) Este resultado giejes de ser evidente) se desprende del siguiente
teorema de P. S. Urison: si T es un espacio normal y F; y Fp das con-
junfos suyos cerrados y de inierseccién vacia, existe una funcion f, Dex
< f (x) = 1, continua, definida sobre T, que es igual a cero sobre F; e igual
a la unidad sobre F,.
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Enunciemos ahora el concepto de continuidad de una apli-
cacién de un espacio topolégico en otro en términos de conjun-
tos abiertos, es decir, en términos de las fopologias de los dos
espacios considerados. Notemos que la aplicacién f: X — Y puede
ser considerada aplicacion sobre, ya que siempre podemos consi-
derar el subespacio f(X)cVY en vez de V.

TEOREMA 6. [ Para que una aplicacion |f de un espacio topoldgico
X en un espacio topoldgico Y sea continua, es necesario y sufi-
ciente que la imagen reciproca T =f~*(G)! de todo conjunto
abierto GY sea abieria (en X).

DEMOSTRACION. NECESIDAD. Sea [ una aplicacién continua y G
un conjunto abierto en ¥. Demostremos que I' = f~1(G) es abier-
to. Sea x un punto cualquiera de T' e y=f(x). Entonces, G
representa una vecindad del punto y. De acuerdo con la defi-
nicién de continuidad, existe una vecindad V¥, del punto x, tal
que f(V,)=G, es decir, V.<TI. En ofras palabras, si x€T,
existe una vecindad V, de este punio contenida en T'. Pero esto
significa precisamente que T' es abierto.

SUFICIENCIA.  Sea I'=f-*(G) abierto, cuando G<¥ es abierto.
Consideremos un punto arbitrario x€X y una vecindad arbi-
traria U, del punto y=f(x). Puesto que yeU,, el punto x per-
tenece afv conjunto f=*(U,). Este es un conjun'to abierto y puede
ser considerado como aquella vecindad del punto x, cuya imagen
estd contenida en ¢/,. Hemos demostrado el teorema.

Observacion. Sean X e ¥ conjuntos arbitrarios y f una apli-
cacion de X en Y. Supongamos que Y estd provisto de una
topologia T (es decir, de un sisterna de conjuntos que contiene
a¥ya@ y queresulta cerrado respecto a las operaciones de su-
mas cualesquiera e intersecciones finitas). Debido a que la ima-
gen reciproca de la suma (interseccién) de conjuntos es igual a
la suma (interseccién) de las imagenes reciprocas (teoremas | y 2
del § 3, cap. I), obtenemos que la imagen reciproca de la topo-
logia = (es decir, Ja coleccion de todos los conjuntos f~*(G),
donde G€T) es una topologia en X, que denotaremos f-(v).
Si ahora X e Y son espacios topologicos, con topologias T, y
T, respectivamente, el teorema 6, que da la condicién necesaria
y suficiente de la continuidad de la aplicacién f: X —V, puede
ser enunciado asi: la aplicacién f: X—¥ es continua si, y sélo
si, la topologia T, es mds fuerte gue la topologia f-? (T,).

Teniendo en cuenta que la imagen reciproca del complemento
es igual al complemento de la imagen reciproca, obtenemos el
teorema dual al teorema 6.
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TEOREMA &, Para que la aplicacion [ de un espacio topold-
gico X en un espacio topologico Y sea continua, es necesario
y suficienle que la imagen reciproca de todo conjunto cerrado
de Y sea cerrada.

Es facil ver que la imagen deTun conjunto abierto (cerrado)
ofrecida por una aplicacién continua no es necesariamente abier-
ta (cerrada). Consideremos, por ejemplo, la aplicacién del semi-
segmento X =[0, 1) en una circunferencia de la misma longi-
tud. El conjunto [-é—, 1) , cerrado en [0, 1), se transforma en
este caso en un conjunto no cerrado de la circunferencia (fig. 12).

fio:
.__1’1‘
g 1o / &
r2)

FIG, 12

Para las aplicaciones continuas se cumple el siguiente teo-
rema, andlogo al teorema, bien conocido del Analisis, sobre
la continuidad de la funcién compuesta.

TEOREMA 7. Sean X, Y, y Z espacios fopoldgicos y ‘sean | y ¢
aplicaciones continuas de X en Y y de Y en Z, respectivamente.
Entonces la aplicacion x— @ (f(x)) del espacio X en Z es con-
tinua.

La demostracién de este teorema se obtiene del teorema 6.

Una aplicacién [ del espacio topolégico X sobre el espacio
topoldgico ¥ biunivoca y bicontinua a la vez se llama homeo-
morfismo y los espacios X e Y se llaman homeomorfos. Los
espacios homeomorfos entre si tienen las mismas propiedades
topolégicas y desde el punto de vista topolégico pueden conside-
rarse como dos ejemplares de un mismo espacio. Las topologias
de dos espacios homeomorfos son imégenes e imégenes reciprocas
una de la otra. La relacién homeomorfa es reflexiva, simétrica
i{ transitiva; por consiguiente, la totalidad de los espacios topo-
6gicos se divide en clases disjuntas de espacios homeomorfos
entre si.

Observacidn. El concepto de homeomoriismo ya fue introeducido
en el § 1 para los espacios méiricos. Debe fenerse en cuenta,
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sin embargo, que las propiedades métricas de dos espacios métricos
homeomorfos pueden ser distintas. Asi, uno de ellos puede ser
completo y el otro no serlo. Por ejemplo, el intervalo (—-i} i %)
es homeomorfo a la recta numeérica (el homeomorfismo corres-
pondiente viene dado por la funcién x-—tgx) y, sin embargo,
la recta es un espacio completo y el intervalo no lo es.

7°. Distintos métodos de definicion de fopologias en un espacio,
Metrizabilidad. La forma mds directa y, por su esencia, mds
elemental de infroducir una topologia en un espacio consiste en
sefialar directamente aquellos conjuntos que se consideran abiertos.
La totalidad de estos conjuntos debe verificar las condiciones
1° y 2° (véase la pag. 90). Equivalente a ella es la forma dual
que consiste en indicar la coleccién de conjuntos cerrados, Es
obvio que esta coleccién debe verificar las condiciones 1" y 2’
(pag. 90). Sin embargo, este método se puede aplicar, de hecho,
en reducidos casos. Por ejemplo, ya cn el caso del plano no se
puede dar, por lo visto, una descripcidn directa de los subcon-
juntos abiertos (de la forma como se logra hacer esto para la
recta (leorema 5 del § 2)).

Un método que se emplea frecuentemente para introducir una
topologia en un espacio consiste en indicar en &l una base; de
hecho, precisamente de este modo, se introduce la topologia en
los espacios métricos, donde, a partir de la métrica, se define
la base, es decir, la coleccién de bolas abiertas.

Otra forma posible de definir una topologia en un espacio
consiste en introducir en &l el concepto de convergencia. Sin
embargo, hemos sefalado ya en el punto 3 que este procedimiento
no es universal: por medio de &l solo se pueden introducis to-
pologias en espacios, en los que se cumple el primer axioma de
numerabilidad. No obstante, desde el punto de vista del Anélisis
este método resulta frecueniemente atil 2.

En un espacio se puede introducir la topologia definiendo en
¢l axiomaticamente la operacién de adherencia. Se dice que en
el conjunto X se ha introducio la operacién de adherencia, cuando
a todo A=X se le ha puesto en correspondencia un conjunto
[A]=X, llamado adherencia de A, de manera que la operacion

1 La métrica del espacio R delermina univocamente su topologia, pero
no viceversa: una misma topologia en R=(X, p) se puede oblener intro-
duciendo en X diferenfes mctricas.

? Més aun si fenemos en cuenta que generalizando el concepto de
convergencia (convergencia respecto a los asi llamados fillros) este mélodo
resulta aplicable también en el caso general.
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consistente en pasar del conjunto A al conjunto [A] verifica las
propiedades 1), 2), 3) y 4) indicadas en el teorema 1 del § 2.

Uno de los métodos mas importantes, aunque lejos de ser
universal, de introducir una topologia consiste en definir en el
espacio una métrica. Como hemos visto, todo espacio métrico es
normal y verifica el primer axioma de numerabilidad. Por eso si
en algin espacio no se cumple una de estas dos condiciones, no
se puede introducir la topologia en &l medianie ninguna métrica.

periNicioN, Un espacio fopoldgico se llama mefrizable, cuando su
topologia puede ser introducida mediante alguna métrica.

De acuerdo con lo que acabamos de sedalar, la normalidad
del espacio y el primer axioma de numerabilidad son condiciones
necesarias para que el espacio sea metrizable. Sin embargo, nin-
guna de estas dos condiciones por separado ni, incluso, ambas
juntas son suficientes para que el espacio sea metrizable. No
obstante, tiene lugar el siguiente teorema, que pertenece a
P. S. Urisén:

para que en espacio topelogico provisto de base numerable sea
meltrizable, es necesario y suficiente que sea normal.

La necesidad de esta condicién es evidente.

§ 6. COMPACIDAD

1°. Concepto de compacidad. En el Andlisis desempeiia un
papel fundamental el siguiente hecho, conocido como lema de
Heine— Borel:

de cualquier cubrimiento del segmento [a, 6] de la recta
numérica por medio de intervalos se puede extraer un subcubri-
miento finito.

Esta afirmacidn continGia siendo wvalida, cuando en vez de
intervalos se consideran cualesquiera conjuntos abiertos: de todo
cubrimiento abierto del segmento [a, b] se puede extraer un
subcubrimiento finito.

Partiendo de esta propiedad del segmento de la recta numérica,
introducimos el siguiente concepto importante.

DEF;nicton. Un espacio topoldgico T se llama compacto, cuando
cualquier cubrimiento abierto suyo contiene un subcubrimiento
finito. Un espacio topoldgico compacto que verifica el axioma
de separabilidad de Hausdorff se llama un compacio.

o veremos mds adelante, la propiedad de compacidad la
tienen, ademés de los segmentos, todos los subconjuntos cerrados
acotados de un espacio euclideo de cualquier dimensién finita.
Al contrario, la recta, el plano y el espacio de tres dimensiones
son ejemplos elementales de espacios no compactos.
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Un] sistema de subconjuntos {4} del conjunte T se llama
sistema centrado, cuando cualquier interseccién finita [} A, de

i=
elementos de este sistema es no vacia. De la definicién d;da de

compacidad y de las relaciones de dualidad se deduce el siguiente
teorema.

TEOREMA 1. Para que un espacio topolégico T sea compacto, es
necesario y suficiente que verifique la condicidn (R):
fodo sistema centrado de subconjuntos cerrados de este’espacto
tiene inferseccién no vacia.

En efecto, sea {F,} un sistema centrade de subconjuntos
cerrados de T y sea T un espacio compacto. Los conjuntos G, =
=T\ F, son abiertos; ademds, como cualquier interseccién finita

n

n F,; es no vacia, ningiin sistema finito de conjuntos G;=T7 \ F,
i=1

puede cubrir todo 7. Pero en este caso todos los G, tampoco
forman cubrimiento (compacidad); esto significa que NF,s=@.
Por consiguiente, si T es un espacio compacto, en ¢l se verifica
la condicion (R). Viceversa, supongamos que 7 verifica la con-
dicién (R) y que {G,} es un cubrimiento abierto del espacio T.
Tomando F,=T\ G, obtenemos que NF,=O y de aqui se
desprende (condicién (R)) que el sistema {F,} no puede ser cen-

trado, es decir, existen F,, ..., F, tales que nFrzg.Peroen

i=1
este caso los conjuntos correspondientes G;=T \ F; constituyen
un subcubrimiento finito del cubrimiento {G,}. Por consiguiente,
de la condicién (R) se deduce la compacidad.

Veamos algunas propiedades principales de los espacios com-
pactos.

TEOREMA 2. Todo subconjunto cerrado de un espacio compacto es
compacto.

DEMOSTRACION. Sea F un subconjunto cerrado de un espacio com-
pacto T' y sea {F,} un sistema cenirado cualquiera de supcon-
juntos cerrados del subespacioc F<T. En tal caso, todo F, es
cerrado también en T, es decir, {F,} es un sistema centrado de
conjuntos cerrados de T. Por consiguiente, N F,s=@. De aqui,
de acuerdo con el teorema I, se desprende la compacidad de F.

Puesto que todo subespacio de un espacio de Hausdorff es
también de Hausdorff, obtenemos de aqui el siguiente corolario,
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coroLario. Todo subconjunto cerrado de un compacto es un com-
pacto.

TEOREMA 3. Un compacto resulta cerrado en cualquier espacio de
Hausdorff que lo contiene.

pEMOSTRACION. Sea K un conjunto compacto en un espacio de Haus-
dorff 7 y sea y€ K. Enfonces, para todo punto x € K existe una
vecindad U, del punto x y una vecindad V, del punto y tales que

anVx—_-Q} i

Las vecindades U, forman un cubrimiento abierto del conjunto K.
Debido a la compacidad de K, se puede extraer de &l un subcu-
brimiento finito Uy, Us, ..., Us,. Pongamos

V=VinNVe,n...NVg.

Entonces, V es una vecindad del punto y que tiene interseccién
vacia con U, U ... U UsDK. Por consiguiente, € {K], es decir,
K es cerrado. El teorema queda demostrado.

Los teoremas 2 v 3 indican que en los espacios de Hausdorff
la compacidad es una propiedad inferna del espacio, es decir,
que todo compacto continfia siendo un compacto, aunque sea
sumergido en espacios de Hausdorff cada vez mas amplios.

teoREMA 4. Todo compacto representa un espacio normal.

pEMOSTRACION, Sean X e Y dos subconjuntos cerrados disjuntos
de un compacto K. Es facil ver, repitiendo los razonamientos
realizados en la demostracion del teorema anterior, que para
todo punto y€Y existe una vecindad suya U, y un conjunto
abierto 0,5 X tales que U,n0,= & . Extraigamos del cubrimien-
to {U,} "del conjunto ¥ un siubcubrimiento finito Uy, ..., Uy,
Entonces, los conjuntos abiertos

O(“=O£’ln e noyn
y
0®=U, UUyU...UuUy,
verificaran las condiciones necesarias:
Olll = X’ olkl =5 Y
o nom= &.
2°, Aplicaciones continuas de espacios compactos. Las aplica-

ciones confinuas de espacios compactos, en particular, de com-
pactos, tienen varias propiedades interesantes e importantes.
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TEOREMA 6. La imagen confinua de un espacio compacto es un
espacio -compacto.

DEMOSTRACION."Sea X un espacio compacto y f una _aplicacion
coptinua de &l sobre el espacio fopolégico Y. Consideremos algin
cubrimiento {V,} del espacip Y mediante conjuntos abiertos y
tomemos U, =f“*{V,). Los conjuntos U, son abiertos (como
imégenes reciprocas de conjunios abjertos en caso de una aplica-
cidn continua) y fotman un cubrimiento del espacio X. De este
cubrimiento se puede extraer, debido a la compacidad de X, un
subcubrimiento finite U,, U,, ..., U,. En este caso, los con-
juntos- V4, V,, ..., ¥, donde V;=f(U,), cubririn a todo jel
espacio ‘Y.

TEOREMA 6. Toda aplicacion biunivoea i).m!imm de un com-
| pacto X sobre ofro compacto Y es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION.. Debémos probar que 'de las condiciones del teo-
rema se deduce la continuidad de la aplicacién inversa ¢~
Sea £ un conjunto cerrado de X y sea P=¢(F) su imagen en Y.
De,.acuerdo con el teorema anterior, P es un compacto y, por
consiguiente, P es cerrado’ en Y, De manéra que la imagen
reciproca por la aplicacjén g~ ! de todo conjunto cerrado Fc X
es cerrada. Esto-significa precisamente que la aplicacién ¢~ es
continua. '

3%, Compacidad numerable.

TEGREMA .7. 8 T .ps un espacio compacto, todo subconjunto suye
infinito tiene. al menos un punto de acumulacion.

DEMOSTRACION. Si T' contiene un conjunto infinito X sin puntos
de acumulacidon, se puede escoger en él un conjunto numerable

Kp=1%gy: Xgy 05}
que tampoco tiene puntos de acumulacion. Pero losyleonjuntos
Xu‘__-(xu' Xus --'J

forman entonces un sistema centrado de conjuntos cerrados de T,
J

que tiene interseccion vacia, es decir, T mo es un espacio com-

paclo. Introduzcamos la siguiente definicién.

periNIcionN. Un espacio 1" se llama espacio compacte numerable,
cuando todo subconjunto infinito suyo tiene al menos un punto
de acumulacion.

El teorema 7 significa, por lo tanto, que todo espacio com-
pacto es compacto numerable. La reciproca, en general, no se
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cumple. He aqui un ejemplo «tradicional» de un espacio com-
pacto numerable, pero no compacto. Consideremos el conjunto X
de todos los nimeros ordinales « menores que el primer niimero
ordinal innumerable Q. Llamemos intervalo (o, B) de X a la
totalidad de ndmeros ordinales v, que verifican las desigualdades
o<y < f. Llamemos conjunto abierto en X a toda unién de
un numero arbitrario de intervalos. Es ficil comprobar que el
espacio construido es compacto numerable, pero no compacto.

El siguiente teorema deja clara la relacién existente entre
los conceptos de compacidad y compacidad numerable.

TEOREMA 8. Para que un espacio fopoldgico sea compacto nume-
rable, es necesaria y suficiente cada una de estas dos condi-
cLones:

1) Todo cubrimiento abierfo numerable del espasio T coniiene
un subcubrimiento finito.

2) Todo sistema centrado numerable de conjuntos cerrados
de T tiene una interseccién no vacia,

DEMOSTRACION. [La equivalencia de las condiciones 1) y 2) se des-
Brende inmediatamente de las relaciones de dualidad. Ahora

ien, si T no es compacto numerable, podemos demostrar, repi-
tiendo los razonamientos empleados al demostrar el teorema 7,
que en 7' existe un sistema centrado numerable de conjuntos
cerrados, cuya interseccién es vacia. Con esto queda establecido
que la condicién 2) (y, por conmsiguiente, la condicién 1)) es
suficiente. Demostremos la necesidad de la condicién 2). Sea T
un espacio compacto numerable y sea {F,} un sistema numerable
centrado de conjuntos cerrados de 7. Probemos que N F, s~ &. Sea

@,=[) Fe
k=1
Esta claro que todos los @, son no vacios (debido a que {F,}

es un sistema centrado), que forman un sistema no creciente

O,o0,5. ..
¥ que
n®,=nF,.

Pueden darse dos casos:
1) Comenzando de un nimero n,,

D, =D, 1=...
Es evidente, entonces, que N®,= O, +J.
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2) Entre los @, hay un nGmero infinito de conjunfos dis-
tintos dos a dos. Basta entonces, evidentemente, considerar el
caso en que todos los @, son distintos entre si. Sea

2 €O N\D, ..
La sucesion {x,} representa un conjunto infinito de puntos dife-
rentes de T; debido a la compacidad numerable de T, esta
sucesién debe tener al menos un punto de acumulacién, digamos, x,.
Puesto que @, contiene todos los puntos x,, X544, ..., €l punto x;
es un punto de acumulacién para ®, y, como @, es cerrado,

% €®,. Por consiguiente, [} ®,3 x,, es decir, (}0, .

n I

De manera que los espacios compactos numerables son aquellos
espacios topoldgicos, en los que de cada cubrimiento abierfo
numerable se puede extraer un subcubrimiento finito, mientras
que en un espacio compacto fode cubrimiento abierto contiene
un subcubrimiento finito.

Aunque en el caso general la compacidad numerable no implica
la compacidad, tiene lugar el siguiente resultado importante.

TEOREMA 9. Para los espacios de base numerable los conceplos
| de compacidad y compacidad numerable coinciden.

En efecto, del teorema 6 del § 5 se deduce que de cualquier
cubrimiento abierto del espacio 7', provisto de una base nume-
rable, se puede extraer un subcubrimiento numerable. Si T es,
ademas, compacto numerable, de este iltimo se puede extraer,
de acuerdo con el teorema anterior, un subcubrimiento finito.
Con esto queda establecido que T es un espacio compacto.

Observacién. De hecho, el concepto de compacidad nume-
rable de un espacio topolégico resulta (a diferencia del concepto
de compacidad) poco acertado y poco natural. Surgié en Ilas
Matematicas debido a una especie de «inercia». Como quedara
demostrado en el punto siguiente, en el caso de espacios métricos
estos dos concepfes coinciden (al igual que en el caso de espacios
de base numerable). El concepto de compacidad en los espacios
meétricos significaba inicialmente la existencia de un punto de
acumulacién en todo subconjunto infinito, o sea, coincidia con
la definicién de compacidad numerable. La extensién ¢automa-
tica» de esta definicién de los espacios métricos a los topolégicos
condujo precisamente al concepto de espacio topolégico compacto
numerable. En la literatura, especiaimente anticuada, el término
«ompacidad» se entiende a veces como «compacidad nurmerables,
mientras que un espacio topoldgico compacto en el sentido de
la definicidn que hemos introducido (es decir, espacio en que
todo cubrimiento abierto suyo contiene un subcubrimiento finito)
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se llama bicompacto. Ademas, un espacio de Hausdorif compacto
se llama un bicompacto, reservéndose el término de eun com-
pactor para los espacios métricos compactos. Nos atendremos a
la terminologia (compacidad, compacidad numerable) que hemos
introducido mas arriba; ademas, los espacios mélricos compactos
los llamaremos simplemente compactos y en los cases, cuando
resulte deseable subrayar la presencia de la métrica, diremos
«compactos métricos».

4°. Conjuntos relativamente compactos. Un conjunto M, per-
teneciente a un espacio de Hausdorff T, gue no sea cerrado
en T, no puede ser compacto. Por ejemplo, ningin subconjunto
no cerrado de la recta numérica es un compacto. Puede, sin
embargo, ocurrir que la adherencia [M] de un tal conjunte M
de T tenga ya la propiedad de compacidad. Por ejemplo, esto
sucede para fodo subconjunto acotado de la recta numérica o de
un espacio de n dimensiones. Introduzcamos la siguiente defi-
nicron. 2 ¥ 1
pEFINICION. Un conjunto M, perteneciente a2 un espacio topole-
gico T, se llama relativamente compacto (en T), cuando su adhe-
rencia en T es compacta. De la misma forma se dice que M es
relat lvamente compacto numerable en T, cuando todo subconjunto
infinito AcM tiene al menos un punto de acumulacién (que
puede pertenecer, pero puede g no perienecer a M).

El concepto de compacidad relativa (a diferencia del con-
cepto de compacidad) estd relacionado, evidentemente, con aquel
espacio T, en el que se considera el conjunto dado. Por ejemplo,
el conjunto de los puntos racionales del intervalo (0, 1) es rela-
tivamente compacto, si se considera como un subconjunto de la
recta numérica, pero no serd relativamente compacto si se con-
sidera como un subconjunio del espacio de todos los ntmeros
racionales. )

El concepto de compacidad relativa adquieré su mayor im-
portantia en el caso de los espacios métricos que trataremos en
<l pardgrafo siguiente.

§ 7. COMPACIDAD EN ESPASIONS METRICOS

1°. Acotacién total. Puesto que los espacios métricos repre-
sentan un caso particular de los espacios topoldgicos, a ellos se
extienden los resultados y defliniciones, expuestos en el pardgrafo
anterior. En el caso de Jos espacios méiricos la compacidad esta
estrechamente ligada al concepto de acofacidn tofal que ahora
introduciremos.

Sea M un conjunto de un espacio mélrico R y & un ndmero
positivo. Se dice que el conjunifo A de R es una e-red de M,
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cuando para todo punto x€ M existe al menos un punto a€ A
tal que

plx a)<ce.

Por ejemplo, los puntos de coordenadas enteras forman una
~i,|—_9-red del plano. Un conjunto M se llama fofalmente acofado,
cuando cualquiera que sea &> 0 existe una ered finita suya.
Esta claro, que un conjunto totalmente acotado es necesariamente
acotado, como la suma de un ntmero finito de conjuntos aco-
tados; la afirmacién reciproca no es, en general, justa, como lo
demuesira el ejemplo 2 que citamos més abajo.

Frecuentemente resulta atil la siguiente observacién obvia:
si el conjunto M es totaimente acotado, su adherencia [M] es
también totalmente acotada.

De la definicién de acofacion total se desprende inmediata-
mente que todo espacio métrico R totalmente acotado es sepo-

rable. En efecto, construyamos para todo n una %-red finila

de R. La suma, respesto a n, de todas estas redes represenla
un conjunto numerable siempre denso en R.

Ejemplos. 1. En el espacio euclideo de n dimensiones la aco-
tacion lotal coincide con la acotacién corriente, es decir, con
la posibilidad de sumergir el conjunto dado dentro de un cubo
suficientemente grande. En efecto, si dividimos este cubo en
cubos de dimensién e, los vértices de estos dltimos formarén

o
una }_," e-red finita en el cubo inicial y, por consiguiente, en
cualquier conjunto, contenido en este cubo.

2. La esfera unitaria S del espacio {, ofrece un ejemplo de
un conjunio acotado, pero no fotaimenie. En efeclo, conside-
remos los siguientes punios de S

etz(ll OI Ot --»}v
te (0 1ol il

La distancia enlre dos cualesquiera de estos puntos ¢, y e,
(n==m) es igual a V2. De aqui se desprende que en S no puede

existir una e-red finita para ningin e < 5+
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3. Consideremos en [, el conjunto IT de puntos
x=(x1! Ky veny xm ---}

que verifican las siguientes condiciones

1 1
(B W g ooy B Bimhre 55

Este conjunto se llama paralelepipedo fundamenial (o «ladrillo
de Hilbert») del espacio /,. Representa un ejemplo de un conjunto
totalmente acotado de infinitas dimensiones. Para demostrar que
es totalmente acotado podemos proceder del siguiente modo.

Sea dado e > 0. Escogemos n de manera que 2,,]_1 < % . A 1odo
punto

X=X X oony Xy onn) (1)
de II pongamos en correspondencia el punto
XF={%y Xp vuy X 0,0, ..0) (2)

de este mismo conjunto. En este caso

& ol |
P x")=‘l/k=§+]x;g]/;: m<g= < %

El conjunto IT* de puntos de II de tipo (2) es totalmente aco-
tado (por ser un conjunto acotado de un espacio de n dimensio-

nes). Tomemos en IT* una %-red finita. Estd claro que serd al
mismo tiempo una e-red de IL

2°, Compacidad y acetacion total,
TEOREMA 1. Todo espacio; méirico R compacto’ numerable es to-
| talmente acotado.

DEMOSTRACION. Supongamos que R no es totalmente acotado.
Esto significa que para algfin &, > 0 no existe en R una g,-red
finita, Tomemos en R un punto arbitrario @,. Existe en R al
menos un punto, digamos a,, tal que p{a,, a,) > ¢, (de lo con-
trario, el punto a, resultaria ser una e,-red de R). De la misma
forma, en R existe un punto g, tal que

play ag) >, ¥y pla, a) > e,

va que, de lo contrario, el par de puntos a,, a, representaria
una g,-red. Determinados ya los puntos a,, ..., a,, escojamos
el punto @,., € R de manera que

pla, Ay ) >8g I=1,2, ..., k
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Mediante este proceso obtenemos una sucesién infinita a,, a,, ...
que no tiene ningin punto de acumulacién, ya que p(a, a) > &,
para i==j. Pero en tal caso R no es un espacio compacto nu-
merable, que es lo que queriamos demostrar.

COROLARIO 1. Un espacio métrico R compacto numerable fiene
un conjunto numerable siempre denso y una base numerable.

En efecto, construyamos en JR una «;—-red finita para todo

n=1, 2, ... y tomemos la unién de estas redes. Esta serd pre-
cisamente el conjunto numerable siempre denso en R. La exis-
tencia de una base numerable en un espacio métrico, provisto
de un conjunto numerable siempre denso, fue demostrada ya
anteriormente (teorema 5 del § 5).

Recordando el tcorema 9 del § 6, obtenemos el siguiente
corolario importante.

coroLARIO 2. Toado espacio métrico compacto numerable es com-
pacto.

Hemos demosirado que la acotaciéon total es una condicién
necesaria de la compacidad de un espacio métrico. Esta condi-
cion no es suficiente; por ejemplo, la totalidad de los puntos
racionales del segmento [0, 1] con la definicion corriente de la
distancia entre ellos es un espacio totalmente acotado, pero no
compacto: Ja sucesién de puntos de este espacio

0, 0,4; 0,41, 0,414; 0,4142; ..,

es decir, la sucesién de aproximaciones decimales del niimero
V' 2~—1 no tiene en este espacio punto de acumulacién. Sin em-
bargo, tiene lugar el siguiente teorema.

TEOREMA 2. Para que un espacio métrico R sea un compacto,
es necesario y suficiente que sea
1) tofalmente acofado,
2) completo.

DEMOSTRACION. La necesidad de la acotacién total ya la hemos
demostrado. La necesidad de la complitud es evidente: en efecio,
si {x,} es una sucesién fundamental sin limite de R, esta suce-
sion no tiene en R ninglin punto de acumulacién. Probemos
ahora que siendo R totalmente acolado y completo, es compacto.
Para ello es suficiente demostrar que toda sucesion {x,} de puntos
de R tiene al menos un punto de acumulacién.

Construyamos una bola cerrada de radio |1 en torno a cada
uno de los puntos que forman una l-red en R. Puesto que estas
bolas cubren todo el R y el nimero de ellas es finito, al menos
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una de estas bolas, llamémosla B,, contiene una subsucesion
(sucesién parcial) infiniia x{, ..., x, ... de la sucesién {x,}.
Escojamos ahora en B, una }/2-red y construyamos alrededor de
todo punto de esta red una bola cerrada de radio 1/2. Al menos
una de estas bolas, llamémosla B,, contiene una subsucesion

infinita x®, ..., x2, ... de la sucesion {x{}. Busquemos
luego una bola cerrada B, de radio 1/4 y centro en B, que con-
tiene una subsucesién infinita x{®, .... x, ... de la sucesion

{x#}, etc. Consideremos con toda bola B, una bola cerrada A,
con centro en el mismo punto, pero de un radio dos veces
mayor. Es ficil ver que las bolas A, estdn encajadas unas en
otras. Debido a la complitud del espacioc R, la interseccién
n A, es no vacia y consta de un sélo punto x,. Este punio es
nsl

un punto de acumulacién de la sucesion inicial {x,}, ya que
toda vecindad suya contiene una bola B, y, por consiguiente,
una subsucesién infinita {x®} de la sucesidén {x,}.

3°. Compacidad relativa de subconjuntos en un espacio mé-
trico. El concepto de compacidad relativa, introducide en el
parigrafo anterior ,para subconjuntos de un espacio topoldgico
arbitrario, es aplicable, en particular, a los subconjuntos de un
espacio métrico. Es evidente, ademas, que el concepto de com-
pacidad relativa coincide en este caso con el concepio de com-
pacidad numerable relativa. Destaquemos el siguiente 'resultado
simple, pero importante.

TEOREMA 3. Para gue un conjunto M [de un espacio métrico
completo R sea relativamente compacto, es necesario y suficiente
que sea tofalmente acotado.

La demostracion se obtiene inmediatamente det teorema 2 y
del hecho evidente de que todo subconjunto cerrado de un espacio
métrico completo es también completo.

La importancia de este teorema esiriba en que, como regla
general, resulta mas ficil establecer la acotacién total de uno
u ofro conjunto, que demostrar directamente su compacidad
relativa. Al mismo tiempo, para las aplicaciones del Anélisis
tiene importancia precisamente la compacidad.

Observacion. Al demostrar la acotacién total de uno u otro
conjunto M (es decir, al construir en &] una e-red finita para
tode &>>0) de un espacio métrico R, no es necesario que esta
e-red pertenezca a M. Es suficiente que esta e-red finita pueda
ser construida mediante puntos, perlenecientes a R. En efecto,
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si los puntos
ay, dy ..., G, ER

son tales que para todo punto x
olx g <e

para cierio k, obtendremos una 2e-red en el conjunto M, com-
puesta por puntos de este conjunto, al sustituir todo ‘punte a,
mediante un punto &, que verifique las condiciones

plap b) <8, BeM

4°, Teorema de Arzeld. La demostracién de la compacidad
de un conjunto de un espacio métrico, es un problema que
encontramos con bastante frecuencia en el Andlisis. Al mismo
tiempo, la aplicacién directa del teorema 2 del punto 2 no
siempre resuifa simple. Para los conjuntos, situados cn un espa-
cio concreto, se puede dar criterios especiales de compacidad,
que resulian mds cémodos para la aplicacién prictica,

En un espacio euclideo de n dimensiones la compacidad de
un conjunto es equivalente, como hemos visto, a su acotacion.
Sin embargo, esto ya no es cierto para espacios métricos mas
generales,

En el Analisis, uno de los espacios métricos mis importantes
es ¢l espacio Cra 4. Para los subconjuntos de este espacio, un
criferio importante y frecuentemente empleado de compacidad
relativa lo ofrece el asi llamado teorema de Arzeld..

Para poder enunciario, necesitamos los siguientes conceptos.

Una familia @ dec funciones g, definidas sobre un segmento,
se llama equiacofada, cuando existe un nimero K tal que

e ()| <K
para todo x€[a, b] v toda ¢ €D,

Una familia 4= {¢q} se llama equiconfinua, cuando para cada

v >0 hay un & >0 tal que

[ () —q )| <e

para todas las funciones @ €@ y para todo par x,, x, de [a, b]

tal que p(x, x,) <8,

TEOREMA 4 (ARZELAY. Para que una familia © de funciones
continuas, definidas sobre el segmento |a, b, sea relativamente
compacta en Cya, py, es necesario Wy suficiente que esta familia
sea equiacolada y equicontinua.

EMOSTRAGION. NECESIDAD. Sea la familia @ relativamente com-
pacta en Ciq p)- Entonces, de acuerdo con el tcorema 3 del
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= - " i3
punto anterior, para cada e positivo existe en @ una ——-red

3
finita 9,, @,, ..., g Cada una de las funciones g;, siendo
continua sobre un segmento, es acotada:

e ()| < K.

Pongamos K:max!{,+%~. Por definicidn de —;v-red, para
todo p € ® tenemos, al menos para un g,

(90, ) =max | p () —, (9| < 5o
Por consiguiente,
leWI<loW+5 <K+5<K

Es decir, @ es una familia equiacotada.
Luego, puesto que cada una de las funciones ¢; que Iorr.l_'zgi\

la %—red es continua y, por consiguiente, uniformemente conti-

nua sobre [a, 6], para un —;— dado existe un §; tal que

| @i (2)—9: (%) < 5,
siempre que |x,—x,| <8,

Sea 8=minb,. éntonces. para |x,—x,| <8 y para cualquier
funcién ¢ €@, tomando ¢; de manera que p (g, q:;}<—;-, obte-
nemos
Px)—o(x) <

<o) —o; (0) [+ @, (6) =@, () |+ 9, () =0 (1) | <

< gt+gtg=e
Hemos demostrado con ello la equicontinuidad de la familia @.

SUFICIENCIA. Sea @ una familia equiacotada y equicontinua de
funciones. De acuerdo con el teorema 3, para demostrar su com-

pacidad relativa en Ci,, 53, es suficiente probar que existe en
Cla. 1 una e-red finita de ella cualquiera que sea € > 0. Sea

| o (x)| <K para todos p&€®
y sea § > 0 escogido de manera que

[@ () —@ (%) | < + para |x,—x,| <8
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y para todos @€ ®. Dividamos el segmento [a, b] del eje x
mediante los puntos x,=a, <x, <x,< ... <x,=b en interva-
los de longitud menor que & y construyamos rectas verticales
a través de estos puntos, Dividamos el segmento [—K, K] del

eje y mediante los puntos g=—K <y, << ... < Yo=K
en intervalos de longitud <% y construyames rectas horizon-

tales a ftravés de estos puntos. De esta forma el rectingulo
a<_x<_b, —K<Cy< K resultard dividido en células con lado
horizontal de longitud <6 y con lado vertical de longitud

< & . Asignemos ahora a cada funcién ¢€® la quebrada ¥(¥)

con vértices en los puntos (x, y,), es decir, en los nodos de la
red construida, y que diverge de la funcién ¢(x) en los pun-

tos x, en menos que % (la existencia de una quebrada de este

tipo es evidente).
Puesto que, por la construccion,

(9 () —bia) | < £,
I ¢ (xk+1}—¢{xk+l) ' < %

el

[ @ (%) —@ (Xp44) | < % 0
tenemos

1% (60— (haaa) | < 2.

Puesto que la funcién 4 (x) es lineal entre los puntos x, y X,
tenemos

|¢(x,}—¢(x)f<% para fodos x € [X Xgy.]-

Sea ahora x un punto arbitrario del segmento [a, 8] y sea x,
el punto de la divisién escogida mas préximo a x por la izquier-
da. Enfonces

[90)—% (x| <o () —@ () || @ () — (x) [+
b () —p (x) | < e
Por consiguiente, las quebradas ¥ (x) representan una e-red res-

pecto a @, El nimero de ellas es finito; luego, @ es totalmente
acotada. Hemos demostrado completamente el teorema.
5°, Teorema de Peano. El teorema de Arzeld tiene multiples aplicacio-

nes. A tilulo de aplicacitn suyo veamos el siguiente lecrema de existencia
para ecuaciones diferenciales ordinarias con el miembro derecho continua.
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TEOREMA 5 (Peano). Sea
dy
=y (3
una ecuacidn diferencial dada. Si la funcidn [ es confinua en un recinfo
cerrado G, af menos una curva integral de la ecuacién dada pasa por cada
punto inferior (x,, yg) de este recinfo.

DEMOSTRACION. Puesto que la funcién § es continua en un recinio cerrado,
-es acotada: !

| f(x, y)| < M=const,

Tracemos por €l punto (xg, yg) las rectas con gendiente My —M, Tra-
cemos, ademas, las rectas werticales x=a y x==b de manera que los dos
fridngulos con vértice comin en (x,, &) que ellas producen pertenezcan
inlegramente al interior de la region G.

Conslruyamos ahora para la ecuacidn dada las asi llamadas quebradas
de Euler de¥ siguiente modo: tracemos por el punto (%, g) la recta de pen.
diente f (x4, 1p). Tomemos en esla recta un Eunto (x3, 1) ¥ tracemos, a ira-
vés de &), una recla de pendiente f(x,, y;). En esta recta tomemos un punto
(xs, ys) v fracemos, a través de él, una recta de pendienie f(x,, u;), étc.
Consideremos ahora la sucesidn de guebradas de Euler Ly, Ly, ..., Ly ...,
que pasan por el punto (xg ) vy tales que la lnngitua desl mayor de los
eslabones de la linen Ly tiende a cero para 22— co. Sea gg la funcidn,
zuya grifica es la linea L. Las funciones ¢, 9z ..., @n ... poseen las
siguientes propiedades:

1) estan definidas en un mismo segmento |a, b,

2) son equiacoladas,

3) son equicontinuas,

En virtud del teorema de Arzeld, se puede extraer de la sucesidn {epg}
una subsucesion uniforinemente convergente., Sea @', @t%, Qe
esta sucesidn.

Pongamos @ (&) =1im @'% {x} para k— . Esta claro que ¢ (x,)=g,.
Resta grobar que @ verifica sobre el segmento [a, 8] la ecuacién diferencial
dada, Para ello es necesario demosirar que cualquiera que sea g > 0

iy =

g (") —¢ (x) , ’
]_x"—x—‘_‘r(x » px7) ‘ <8

siempre que la magnited | x”—x'| sea suficientemente pequefia, A su vez,
para demostrar esto es preciso establecer para k suficientemente grande

siem]gre que la diferencia |x"—x'| sea suficientemente pequeda, :
uesto que f es continua en la regién G, para cualquier & > 0 se puede
encontrar un 1 > 0 tal que
' y)—e < [l y) < F(&', ¢') -2
=)

lx—x'|<2q e |y—y'| < My,

Ei conjunto de punios.(x, ¥) €G, que verifican estas dos desigualdades,
constituye un rectingulo @ Sea ahora K tan grande que para todo 2 > K

|9 ()—q® ()| < 4

siempre que
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todos los eslabones de la quebrada Lp tienen longitud menor que 1).
*ntonces, si |x—x'| < 2n, fodas las quebradas de Euler @'#, correspon-
dientes a k> K, se encuentran integramente en el interior de Q.

Ademis, sean (ag, Bl (a1, By -+ s (Bnsqs Duaa) 108 vértices de la que-
brada w'*?, donde

Ayx' <y <Ay < . € Oy <X A
(suponemos, para concretar, que x" > x'; el caso x" < x' se considera andlo
gamente), Entonces,
Q8 (ag)— @ (x) = (aq, bo) (@ —"),
G (a1 ) @ (@) =F (ap bp) (@rea—aids i=1 2, ..., n—1,
¢ {x") — ' (az)=f (ag, bn) (" —an).

De aqui, para | x"—x'| < 71, obtenemos

If (x', g)—e) (@, —x") < oW () —@'® (') < [F(x', g’} el a—="),
Fx', u)—el (are1—ap) < 9% (ap ) — ¥ () <

< [f@ey y)+el (aer—a  i=1l . n—l,

i, gy —e] (2" —ay) < o () — g (az) < [f (&', y')--e] (5" —a)-
Sumando estas desigualdades, encontramos

[ (2, g')—ef (2" —x') < @ (x)—@l&} (') < [[{x". y)+-2] (&"—2),
que es lo que queriamos demostrar,

Diijerentes subsucesiones de la sucesion de quebradas de Euler pueden
canverger a diferentes soluciones de la ecuacién (3). Por eso, la solucidn g
que hemos obtenido no es, en general, la dnica solucién de la ecuacién
¥ =f(x, y) que pasa por el punto {x,, go)-

6. Teorema generalizado de Arzeld. Sean X e Y dos com-
paclos métricos y sea Cy, el conjunto de todas las aplicaciones
continuas f del” compacio X en Y. Definamos la distancia en
Cyy mediante la férmula

pif, 8)= sup p (f (x), g (x))-

Es facil comprobar que Cyy se convierte de esta forma en
un espacio métrico.

TeEOREMA 6 (feorema generalizado de Arzeld). Para que un conjunio
DcCyy sea relativamente compacto, es necesario Y suficiente
que las funciones | que integran D sean equicontinuas, es decir,
que para cualquier & >0 exista un & >0 fal que de

plx,x) <8 (4)
se deduzca
pfx) T <e (5)
cualesquiera que sean f de D y x' y x" de X.

pEMOSTRACION, La necesidad se demuestra igual que en el teo-
rema 4.
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Demostremos la suficiencia. Para ello sumerjamos Cyy en el
espacio My, de todas las aplicaciones del compacto X en el com-
pacto ¥ con la misma meétrica

pif, g)ziggp(f(x), g(x)

que ha sido introducida en Cyy, y demostremos la compacidad
relativa del conjunto I en My,. Puesto que Cyp es cerrado en
Myy?, la compacidad relativa del conjunto D en Myy implica
su compacidad relativa en Cyy.

Tomemos arbitrariamente e >0 y escojamos & de manera
que de (4) se siga (B) para todo f de D y todo ¥, x" de X.
Es facil ver que X se puede representar como la unién de con-
juntos disjuntos E; tales que de x', x"€FE; se deduce que
p(x’, x") < 8. En efecto, para ello es suficiente escoger los pun-

tos x,, ¥,, ..., x, de manera que formen una %-red en X y to-
mar, por ejemplo,
VE;=S(x — U S(x, 8).

i<t

Consideremos ahora ‘en el compacto ¥ una e-red finita g,
Y2, oy Um denotemos mediante L la coleccién de funciones
£(x) que toman los valores y, sobre los conjuntos E,. El niimero
de estas funciones es, evidentemente, finito. Probemos que forman
una 2e-red respecto a D en My, En efecto, sea f€D. Para
todo punto x; de x,, ..., x, existe un punto y; de y,, ..., ¥,
tal que

fo (F (), 4;) <l

Sea la funcién g€ L escogida de"manera que g(x;)=y;
Eritonces,

p(f (%), g <p(F (.Y + e (F (%) glx)+
+p(gx), g(x)) < 2e,

si i se ha escogido de manera que x€ £ .

De aqui se desprende que p(f, g) < 2e [y, por consiguiente,
la compacidad de D en My, y, por ilo tanto, en Cy, queda
demostrada.

It Esto se debe a que el limite de una sucesién uniformemente conver-
gente de aplicaciones continuas es también uwna aplicacién continua. La
proposicion enunciada representa una genzralizacién directa del {ecrema
conocido del Anidlisis v se demuestra ignal que este teorema.
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§ 8. Funciones reales sobre espacios métricos y topolégicos

1°. Funciones y funcionales continuas y uniformemente con-
tinuas. Una funcién real sobre un espacio topoldgico (en parti-
cular, méirico) T es una aplicacién del espacio T en el espa-
cio R (la recta numérica). Asi, por ejemplo, una funcién real
sobre e| espacio R™ de n dimensiones es la funcién ordinaria
de n variables,

Cuando el propio espacio T se compone de funciones, las
funciones definidas sobre ét se llaman funcionales. Veamos algu-
nos ejemplos de funcionales de funciones x, definidas sobre el
segrmento [0, 1]:

F, (x)=sup x{f);

Fy(x)=infx(f);

Fy(x)=x({,), donde #,€[0, 1];

Fy(x)=g[x(f), x{{,), -..}x(,)], donde t,€[0, 1]

y la_funcién o (s,, Spr oo s,) est definida para todo s; real;

Fo(9) =S o[t x())dt, donde (¢, s)estd definida y
L]
es continua para todo 0<C{<{1 y todo s real,

Fy(x)=x"(t,), donde #,€[0, 1};
i

Fo(0) = VTFx= 0 as;
1]

Fylr)=§ |« (0)]at.
i}

Las funcionales F,, F,, F,, F, y F, estan definidas sobre el
espacio C de todas las funciones continuas sobre el segmento [0, 1];
F, esta definida sélo para las funciones diferenciables en el punto ¢;
F, para aquellas funciones para las cuales la expresion 1+ x" (f)
es integrable y F, para funciones para las cuales |z’ (f) |es integrable.

La funcional F,(x) es continua sobre C, ya que

p(x, y)=sup|x—y| y |supx—supy|<sup|x—y].

Las funcionales F,, F, y F, son fambién continuas sobre C; la
funcional F, es continua sobre C, cuando la funcién ¢ que lo
determina es continua respecto a todos sus argumentos. La fun-
cional F; es discontinua en todo punto de C donde esti definida.
En efecto, sea x(f) una funcién tal que x'(f)=1 y |x(f)| <e
v sea y=ux,+x. Entonces, p(t,)=xy({,)+1, mientras que
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p (4, %,) < e. Esla funcional F, resultard conlinua, si se considera
sobre el espacio C ", compuesto de junciones que lienen derivada
continua y proviste de la métrica

plx, y)=5t:p[Ix(f)—y(f}l—l-lx’(r}——y‘ 1]

La funcional F, es también discontinua sobre el espacio C. En
efeclo, sea x,(£)=0 y x, (t)=% sen 2nni. Entonces, p (x,, x)) =

=%—-G; sin embargo, F,(x,)>4 para todo n, mientras que

F,(x,)=1. Por consiguiente, F,(x,) no tiende a F,(x,), cuando
x,— %,. El mismo ejemplo sirve para demostrar que la funcio-
nal F, es tambitn discontinua sobre el espacio C. Ambas fun-
cionales F, y F, son continuas en el espacio C"\.

Para las funciones, definidas sobre un espacio métrico, sub-
siste e] concepto habitual de continuidad uniforme: la funcion f (x)
es uniformemente continua sobre un espacio métrico R, cuando
para todo e > 0 existe un & >0 tal que

[Fix)—F (xe)| <e, siempre que p(x, x,) <3

Por ejemplo, la funcional F, es uniformemente continua sobre
el espacio C (jcompruébese estol).

Para las funciones reales sobre compactos métricos tiene lugar
el siguiente teorema, que generaliza e| ieorema bien conocido
del curso elemental de Andlisis acerca de las funciones continuas
sobre un segmento.

TEOREMA . Una funcién real confinua sobre un compacto mé-
| {rico es uniformemente continua.

DEMOSTRACION. Supongamos que f(x) es continua, pero no uni-
formemente continua, sobre un compacto métrico K. Entonces,
para cierto & positivo y cualquier n natural existirdn x, y x, de K
tales que

0 (6 43) < -, mientras que |f (x,)—F (xz)| >e.
De la sucesion {x,} se puede extraer, debido a la compacidad
de X, una subsucesién {x, } convergente a un punte xe€ K. En

este caso {x;,) también converge a x; pero para cada k debe
cumplirse al menos una de las desigualdades

1F—F ) 12 5, [F—Flm) =%

y esto contradice a la continuidad de la funcidn f en el punto x.
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2°. Funciones continuas y semiconfinuas sobre espacios com-
pactos. Mas arriba hemos visto que el teorema sobre la continuidad
uniforme de una funcién continua sobre un segmento subsiste
para las funciones definidas sobre cualesquiera compactos métricos.
En cuanto a las demas propiedades de funciones continuas sobre
un segmento, conocidas del Anilisis, algunas de ellas se extien-
den, como veremos ahora, a espacios compactos cualesquiera (no
necesariamente meétricos).

TEOREMA 2. Seq T wun espacio compacto y [ una funcion continua
sobre él. Entonces, | es acotada sobre T y alcanza sobre T sus
exiremos superior e inferior.

pemosTrAacioN. Una funcién continua es una aplicacién continua
de T en la recta numérica R'. La imagen de T en R® es, de
acuerdo con e} teorema general 3 del § 6, compacta, Pero un
subconjunto compacto de la recta numérica es cerrado y acotado y,
por consiguiente, no s6lo tiene extremos superior e inferior finitos,
sino que contiene incluse estos extremos. El teorema queda de-
mostrado.

EJERCICIO. Sea X un compacto métrico y A una aplicacién de K en si
mismo tal que p(Ax, Ay) < p (. ¥ para ¥ = y. Demuésirese que la aplica-
cién A liene en X un punto fijo dnjco.

Las afirmaciones del altimo teorema admiten una generaliza-
cion a) caso de funciones de una clase mas amplia, a saber, al
caso de las asi llamadas funciones semicontinuas.

Upa funcién f(x) se llama semicontinua inferiormente (supe-
riormenie) en el punto x,, cuando para todo &> 0 existe una
vecindad “del punto x, tal que f(x) > J(x,)—e (F(x) < [f(x)-+e).

Por ejemplo, la funcién «parte eniera de x», ; (x)=E (x) es
semicontinua superiormente. Si aumentamos (disminuimos) el
valor f{x,) de una funcién continua en un punto x,, obtendremos
una funcién semicontinua superiormente (inferiormente). Si f(x)
es sernicontinua superiormente, la funcién—f (x} es semicontinua
inferiormente. Estas dos observaciones permiten obtener inmedia-
tamente un gran niimero de ejemplos de funciones semicontinuas.

Para el estudio de las propiedades de semicontinuidad de
funciones reales conviene permitirles que tomen valores infinitos.
Si f(x,)=— oo, consideraremos que la funcién f es semicontinua
inferiormente en x,; en cambio, si para todo & >0 existe una
vecindad del punto x, tal que f(x) <—h, admitiremos que la
funcion f es semicontinua también superiormente en el punto x,.

Si f(x,)= -+ oo, consideraremos que la funcién / es semicon-
tinua superiormente en x,; en cambio, si para todo h >0 existe
una vecindad del punto x, tal que [(x)> A, admitiremos que
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la funcion f es semicontinua también inferiormente en el punto x,.
Sea f(x) una funcién real sobre un espacio métrico R. Se llama
limite superior [(x,) de la funcién f(x) en el punto x, a la mag-
nifud (finita o infinita) lim g sup f(x)]. Se llama flimite infe-
e=-0 [ €5 (%, &)
rior f(x,) a la magnitud (finita o infinita) lim inf f(x)].
= i e+0LxeS (& 8
La diferencia of (xo)=/(x,)—[(x,) (si es que tiene sentido, es
decir, si al menos uno de los nfimeros T (x,), f (xo) es finito) se
llama oscilacion de la funcién f(x) en el punto x,. Es facil ver
que para la continuidad de f(x) en el punto x, es necesario y
suficiente que wf (x,) =0, es decir, que — oo <£{xn]=f-(x,)< -+ co.
Para cualquier funcién f(x), la funcién f(x) es semicontinua
superiormente y la funcién f(x), semicontinua inferiormente.
Esto se obtiene facilmente de la definicién de los limites superior
e inferior.
Veamos un ejemplo importante de una funcional semicontinua.
Definamos la longitud de la curva y={(x) (a<Cx<Cb) me-
diante la funcional

Li(hy=supX Viri—x P+ F ) —F )P

donde e] extremo superior (que puede ser igual a -+ oo) se toma
respecto a todas las divisiones posibles del segmento [a, b]. Esta
funcional estd definida sobre todo el espacio M de las funciones
reales acotadas. Para las funciones continuas coincide con el
valor del limite

lim 3 V%) F )T

max | Xj—xi_y =0 (=

Finalmente, en caso de funciones con derivada continua puede
ser representada en la forma

&

VT dx.
La funcional L%(f} es semicontinua inferiormente en M, como
se deduce facilmente de su definicién.
El teorema, establecido anteriormente, se generaliza al caso
de funciones semicontinuas.

TEOREMA 2a. Una funcién finita semicontinua inferiormente (su-
periormente) sobre un espacio compacto T estd acotadae inferior-
mente (superiormente).
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En efecto, supongamos que inf f(x)=— oo. Entonces, existe
una sucesion {x,] tal que f(x,) <— n. Puesto que el espacio T
es compacto, el subconjunto infinite {x,} suyo tiene al menos
un punto de acumulacién x,. Por hipétesis la funcién f es finita
y semicontinua inferiormente; por eso, existird una vecindad U
del punto x, tal que f(x)>f(x,)—1 para x€U. Pero en esle
caso la vecindad U puede contener solamente un nimero finito
de puntos del conjunto {x,) y esto contradice a que x, es un punto
de acumulacién de este conjunto.

De manera anéloga se demuestra el teorema en el caso de una
funcién semicontinua superiormente.

TEOREMA 2b. [/na funcién finita semicontinua inferiormente
(superiormente) sobre un espacio compacto T alcanza su exiremo
inferior (superior).

Supongamos que la funcién f (x) es semicontinua inferiormente.
Entonces, de acuerdo con e! teorema 2a, tiene un extremo infe-
rior finito y, ademds, existe una sucesion {x,} tal que f(x,)<
<inf £(6) -5+

Debido a la compacidad de T, el conjunto {x,} tiene un punto
de acumulacién x,. Si fuese f(x,)> inf f, existirian, en virtud
de la semicontinuidad inferior de la funcién f, una vecindad U
del punto x, y un 8 > 0 tales que f(x) > inf f+ 6 para x € U. Pero
en este caso la vecindad U no podria contener ningin subcon-
junto infinito del conjunto {x,}. Por consiguiente, f(x,)=ini f,
gue es lo que se queria demostrar.

§ 9. CURVAS CONTINUAS EN ESPACIOS METRICOS

Sea dada una aplicacién continua
[P=Ff(t}
del segmento
aste b

en un espacio métrico R. Cuando f erecorres el segmento desde a hasta b,
el punto correspondiente £ srecorres una ecurva continuas en el espacido R.
Nos propomemos dar unas definiciones rigurosas, relacionadas con la idea
tosca que acabamos de exponer. Consideraremos que el orden en el que se
recorren los puntos de la curva es una propiedad esencial de la propia curva.
Un misme conjunto, indicado en la fig. ]g. recorrida en las direcciones se-
fialadas en las figs. 14 y 15, serd considerado como diferentes curvas. A titulo
de un ejemplo mas consideremos la funcidn real, definida sobre el segmento
[0, 11, que viene representada en la fig. 16. Representa una scurvas, situada

1} Este pardgrafo no estd relacionado con la exposicion sucesiva. El
lector puede, si lo desea, omitirlo.
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en ¢l segmento [0, 1] del eje g y disiinta de este segmento recorrido una vez
desde el punto O hasta el punto |, ya que ¢l segmento (4, B] se pasa tres
veces (dos hacia arriba v una hacia abajo).

Sin embargo, si los puntos del espacio se recorren en el mismo orden,
consideraremos que la seleccidn del eparametro»  no es esencial. Por efemplo,
las funciones representadas en las figs. 16 y 17, determinan una misma
scurvas, situada sobre el eje gy, aun cuando los valores del pardmetro ¢,
correspondientes a slpin punto de la curva, resulten distintos en los cusos
de la fig. 16 v la fig. 17. Por ejemplo, en ¢l caso de la fig. 16, al punto A
le corresponden sobre el eje / dos puntos aislados, mientras que en el cuso
de la fig. 17, corresponden sobre el eje ¢t un punto asisladoe v un segmento,
situado n su derecha (cuando ¢ recorre este segmenio, el punio de la curva
se manlicne {ijo)2),

R R

FIG. 15

FIG. 13

I
I
I
|
|
|
1
1
I
[

FIG. 16 F1G. i7

Pasemos a las definiciones formales. Dos funciones continuas
P=f(t) y P=/"\{t")
definidas, respectivamente, sobre los segmentos
desttab Yy a=si"d"

v con valores en un espacio métrico R, se llaman eguivafenies, cuando existen
dos funciones continuas no decrecientes

t=q'(t) y "=¢"(1).

definidas sobre un segmento
a=t=b,

1} En vista del estudio ulterior de ia compacidad de sistemas de curvas
conviene consentir estos segmentos de constancia del punto P=Ff (f).
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que poseen las propiedades
¢ (a)=a', @ (B)=b,
9" (a)=a", §" (B)=b",

{1 () =F[g" ()]

para todo t&fa, b).

Es facil ver que la relacién de equivalencia asi introducida es reflexiva
(f es equivalente a f), simétrica (si [’ es equivalente a ", también f" es
equivalente a f') y transitiva (de la equivalencia de [ y /" y de la equiva-
lencia de f* v f'" se deduce la equivalencia de f' y f). Por eso, todas las
funciones continuas del tipo considerado se dividen en clases de funciones
equivalentes enire si. Cada una de estas clases define una curva continua
en el espacio R.

Es facil ver que para toda funcién P=f' (¢'), definida sobre un segmento
@', '), existe una funcién equivalente a ella, definida sobre el segmento
a’, ¥"]=[0, 1]. En efecto, es suficiente tomar

=g ()=(0 —a') {4-a', =" (f)=1.
Por consiguiente, podemos suponer que toda curva viene dada en forma pa-
ramétrica mediante una funcién deiinida sobre el segmento [0, 1].

Por eso resulta oportuno introducir el espacio C(/, R} de aplicaciones
continuas f del segmentc /=[0, 1] en el espacio R con la métrica

P, @)=supp (F (1), g (1))

Admitiremos gue la sucesién de curvas Ly, Ly, ..., Ly, ... converde a la
curva L, cuando las curvas L, pueden ser representadas paramétricimente
en la forma

P=fall). O=<t=1
y la curva L, en la forma

P=f(), 0=<i<l
de manera que p(f, fn)—=0 para n—

o,
Aplicando el teorema generalizado de Arzeld (teorema 6 del § 7), es fécil
dernostrar el siguiente teorema,

TEOREMA 1. Si la sucesion de curvas Ly, La, ..., Lp, .... sifuadas en un
compacto K, se puede represeniar paraméiricamente mediante funciones
equicontinuas sobre el segmento [0, 1], se puede extraer de ella una subsu-
cesidn convergente.

Definamos ahora la lengitud de una curva, que en forma paramétrica
viene dada por la funcién
P=f(l), assi=b,
como el extremo superior de las sumas de fipo

3 o (f Uam)s FUED,

im1

1y Admitimos siempre que a < b. Sin embargo, no excluimos las «curvass
que conslan de un solo punto y que se obtienen cuando la funcién (1) es
conslante sobre [a, 8). Este acuerdo también resulta oportuno para lo sucesivo.
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donde los puntos #; estdn sujetos solamente a las condiciones
e=tysSheal...sl=...=Iyp=0b.

Es fécil ver que la longitud de una curva no depende de su represen-
tacion paramétrica. Si nos limitamos a las representaciones paramétricas
por medio de funciones, definidas scbre el segmento [0, 1], es facil demos-
trar que la longitud de una curva es una funcional semicontinua inferior-
mente de { (en el espacio € (/, R)). En el lenguaje geométrico esle resultado
puede ser enunciado en forma del siguiente teorema sobre semicontinuidad.

TEOREMA 2. &I la sucesidn de curvas L, converge a la curve L, la lon-
gitud de la curva L no es mayor gue el limife inferior de las longitudes de
las curvas L.

Consideremos shora especialmente las curvas de longitud fintta, Supon-
gamos que la curva estd definida por la [uncién paramétirica

P=f{t), a=st=b.

La funcién f, considerada solamente en el segmento [a, T, donde a=zT=cb,
define el esegmento inicials de la curva desde el punfo

Py=f(a)
hasta el punto

Pr=f(T).
B r=[(T}

s=p ()

su longitud. Es facil probar que
P=g()=flp~ ()

es una nueva represeniacién paramétrica de la misma curva. Aqui s recorre
el segmento
O0=ss5=<5,

donde 5 es la longitud de toda la curva considerada. Esta representacidn
verilica la exigencia
P &8 g(sa))==|so—5]

{la Jongitud del arco es no menos que la longitud de ia cuerda),
Pasando al segmento [0, 1], obtenemos la representacién paraméirica

P=F(®=g(s) 1=3.
que verifica 1a condicidn de Lipschitz
p{F(n) Fr)=8|ti—Tl
Vemos, por consiguiente, que para todas las curvas de longitud
S=M,
donde M es una constante, es posible una representacion paramétrica median-
{e funciones equicontinuas, definidas sobre ei segmento [0, 1]. Por lo tanto,
a ellas es aplicable el teorema 1.

Mostremos el alcance de los resuliados generaies obtenidos aplicandolos
a la demostracién de la siguiente proposicién importante.
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TEOREMA 3. Si dos puntos A y B de un compacio K pueden unirse por
medio de una curve continua de longitud finita, entre estas curvas existe la
de longifud minima.

En eleclo, sea ¥ el extremo inferior de las longitudes de las curvas,
que unen los puntos A y B del compacto K. Supongamos que las longiludes
de las curvas Ly, Ly, .-, Lp, ..., que unen los puntos A y B, tienden a V.
De acuerdo con el teorema 1, de la sucesién L, se puede exiraer una sub-
sucesién convergente. De acuerdo con el teorema 2, la curva limite de esta
subsucesién no puede tener longitud mayor que Y.

Observemos, que incluso en el caso, en que K es una superficie cerrada
suave {diferenciable suficiente ntimero de veces) del espacio euclideo de tres
dimensiones, este leorema no se desprende directamente de los resuliados
que se establecen en el curso de Geometria Diferencial, donde se considera,
generalmente, s6lo el caso de puntos A y B suficieniemente proximos.

Todo lo expuesto adquirirfa mayor claridad, si bubiesemos provisto de
una estructura de espacio métrico el conjunto de fodas las curvas del espacio
métrico dado R. Esto se puede hacer definiendo la distancia entre las curvas
L, v L, mediante la férmula

p(Ly, Loy=infp(fy fuhi

donde el extremo inferior se toma respecto a todos los pares de represen-
taciones paramétricas de la curva L, por medio de la funcidn

P=f (), O=st=1,
y de la curva L, por medio de la funcién
P=f(0). O=i<I.

La demosiracién de que esta distancia verifica los axiomas corrienles es
sencilla, a excepcién de un momento: ofrece ciertas dificultades demostrar

que de
p(Ly L)=0

se deduce la identidad de las curvas L; v L,. Este resullado es consecuencia
directa del hecho de que el extremo inferior en la férmula, mediante la cual
hemos definido la distancia p(L,. L,) se alcanza, si se escogen adecuada-
mente las representaciones paramétricas fy y f,. Pero la demostracién de
csta nltima proposicién tampoco es sencilla.

5 M 2150



CAPITULO
LI

ESPACIOS LINEALES
NORMADOS Y TOPOLOGICOS

§ 1. ESPACIOS LINEALES

El concepto de espacio lineal es uno de los més importantes
en las Mateméticas. Desempeiriara un papel primordial no sélo
en este capitulo, sino también en toda la exposicidn sucesiva.

1°. Definicion y ejemplos de espacios lineales.

perFiNicioN 1. Un conjunto no vacio L de elementos x, y, z, ...
se llama espacio lineal, o vectorial, cuando satisface las siguien-
tes condiciones:

1. Para cualesquiera dos elementos x, y€L estd definido
univocamenfe un tercer elemento z€/l, llamado suma de ellos
y denotado x4y, tal que

1) x+ y =y x (conmutatividad),

2) x4 (y-+2)=(x+y)+ 2z (asociatividad),

3) en L existe un elemento O tal que x4 0=x para todo x€ L
{existencia del cero),

4) para todo x € L existe un elemento —x tal que x4 (—x)=0
(existencia del elemento opuesto).

II. Para cualquier niimero o y cualquier elemento x& L esta
definido el elemento ax€ L (producto del elemento x por el na-
mero o) de manera que

1) a(Bx)=(af)x,

2) l.x=x.

III. Las operaciones de adicién y multiplicacién estdn rela-
cionadas entre si medianie las leyes distributivas:

1) (@+p) x = ax-+ px,

2) a(x+y)=ox-+oy. )

En dependencia del conjuntc de los niimeros que se admite
(todos los complejos o solamente los reales), se distinguen los
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espacios lineales complejos y reales. A menos que no se diga
lo contrario, nuestros razonamientos seran validos tanto para
los espacios complejos, como para los reales.

Observemnos que todo espacio lineal complejo puede ser con-
siderado como real, si nos limitamos a la multiplicacién de los
vectores por numeros reales.

Veamos algunos ejemplos de espacios lineales, dejando a cargo
del lector la comprobacidn, en cada uno de ellos, de los axiomas
enunciados anteriormente.

1. La recta numérica, es decir, el conjunto de los niimeros
reales con las operaciones habituales de adicién y multiplicacion,
representa un espacio lineal.

2. El espacio vectorial de n dimensiones, es decir, el conjunto
de todos los sistemas posibles de n niimeros (reales o complejos)

=(Xy, Xg ..., %), en el que la adicién y la multiplicacién
se definen mediante las férmulas

(%10 Xor oo s X)) H e Yoo oo Ga) =1+ 8y Xat it oo s Xt Yahs
Bl Haw ey )00y O we s 0K

es también un espacio lineal. Se denomina espacio aritmético
de n dimensiones® y se denota mediante R" en el caso real y
C" en el caso complejo.

3. Las funciones continuas (reales o complejas) sobre un seg-
mento [a, b] con las operaciones habituales de adicién de fun-
ciones y multiplicacién de funciones por nimercs constituyen el
espacio lineal Cpa, s, uno de los mas importantes para el Anélisis.

4. El espacio I,, cuyos elementos son las sucesiones de ni-
meros (reales o complejos)

X=Xy, My 5y Xay an)

que verifican la condicidn

o
2 | xai* < 00, (1)
n=l
con las operaciones
{xl' x!' L x.r” ---)_:'(yn y-\;, DR ) ynl’ .‘_)=~
=Xt Xt ls coor Xt ook
Bl s v Dggr o) N0K s BX¥s ow s Ogs sonnds

es un espacio lineal. El hecho de que la suma de dos sucesio-
nes, que satisfacen la condicién (1), también verifica esta condi-
11 Podrian considerarse también espacios lineales sobre un cuerpo cual-
quiera.
2 Este término se explicard mas en adelante.

5=
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cidn, se desprende de la desigualdad elemental
(@, +a,)* < 247 + 20},

5. Las sucesiones convergenies x=(x,, x,, ...), con la adi-
cién y multiplicacién por niomeros realizadas respecto a las coor-
denadas, forman un espacio lineal. Denotémoslo ¢.

6. Las sucesiones convergentes a 0, con las mismas operacio-
nes de adicién y multiplicacion, forman también un espacio lineal.
Denotémoslo ¢,.

7. El conjunto m de todas las sucesiones numéricas acotadas,
con las operaciones de adicién y multiplicacion por nimeros
definidas igual que en los ejemplos 4, 5 y 6, también representa
un espacio lineal,

8. Finalmente, el conjunto R* de todas las sucesiones numé-
ricas, con las mismas operaciones de adicién y multiplicacion
por niimeros que en los ejemplos 4, 5, 6 y 7, es también un
espacio lineal.

Puesto que las propiedades de un espacio lineal son las pro-
piedades de adicién y multiplicacién por nimeros de sus elemen-
tos, resulta natural introducir la siguiente definicién.

pEFINicION 2. Dos espacios lineales L y L* se llaman isomorfos,
cuando se puede establecer entre sus elementos una correspondencia
biunivoca compatible con las operaciones en L y L* Esto signi-
fica que de

Xerxt
e
yey
(x, y€L, x*, €LY, se sigue
Ly oty
Y
oy« ox®

(o es un niimero arbitrari{y.

Conviene a veces considerar los espacios isomorfos como dife-
rentes realizaciones de un mismo espacio. A titulo deejemplo
de espacios lineales isomorfos pueden servir el espacio aritmético
de n dimensiones (real o complejo) y el espacio de todos los
polinomios de potencia <Cn—1 (con coeficientes reales o com-
plejos, respectivamente) (jdemuéstrese el isomorfismo de estos
espaciosl)

2°, Dependencia lineal. Los elementos x, y, ..., @w de un

espacio lineal L se llaman linealmente dependientes, cuaudo existen
urios nimeros @, B, ..., A, no todos iguales a 0, tales que
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ox+fy+... +hw=0 @)

En el caso contrario, estos elementos se llaman linealmente
independientes. En ofras palabras, los elementos x, gy, ..., w
son linealmente independientes, cuando de la igualdad (2) se
sigue que

a=f=. . . =A=0

Un sistema infinito de elementos x, v, ... del espacio L se llama
linealmente independiente, cuando todo subsistema finito suyo
es linealmente independiente.. . _

Si en un espacio L se pueden enconfrar n. elementos linealt
mente independientes y cualesquiera n-1 elementos de este
espacio son linealmente dependientes, se dice que el espacio L
tiene dimension n. En cambio, si en L se puede indicar un
sistema, compuesto por un niimero finito cualquiera de elementos
linealmente independientes, se dice que el espacio L es de dimen-
sion infinita. Se llama base de un espacio L de n dimensiones
a todo sistema de n elementos linealmente independientes. Es
facil comprobar que los espacios R” en el caso real y C” en el
caso complejo son de dimensién s, justificando de esta forma
su denominacién.

En el curso del Algebra Lineal se consideran espacios lineales
de dimension finita. Nosotros, al contrario, nos dedicaremos,
como regla general, a los espacios de dimensién infinita que,
desde el punto de vista del Analisis, representan el mayor inte-
rés. Proponemos al lector comprobar que cada uno de los espa-
cios, sefialadosten los ejemplos 3, 4, 5, 6, 7 y 8, eside dimen-
sién infinita.

3°. Subespacios. Un subconjunto no vacio L' de un espacio
lineal L se llama subespacio, cuando representa un espacio lineal
respecto de las operaciones de adicién y multiplicacién por ni-
meros definidas en L.

En otras palabras, L'cL es un subespacio, cuando de
xel', yeL’ se deduce que ax--Pye L’ cualesquiera que sean
% .
YF.E'l todo espacio lineal L existe el subespacio formado sola-
mente del elemento cero, el subespacio nulo. Por oiro lado,
todo el L puede ser considerado como un subespacio suyo. Un sub-
espacio, diferente de L, que contiene al menos un elemenio no
nulo, se llama propio.

Veamos ejemplos de subespacios propios.

1. Sea L un espacio lineal y x un elemento suyo no nulo.
El conjunto de elementos {ix}, donde A toma todos los valores
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numéricos (reales o complejos), forma, evidentemente, un sub-
espacio unidimensional. Este subespacio es propio, si la dimensién
de L es mayor que 1.

2. Consideremos el espacio de funciones continuas Cia, s
(ejemplo 3) yen él el conjunto de todos los pelinomios Py, 4.
Estd claro que los polinomios forman en Cpg, s un subespacio
(de dimensién infinita al igual que todo el Cp,, b]&- Al mismo tiempo,
el propio espacio Cia, 5 puede ser considerado como un subespa-
cio de un espacio mds amplio de todas las funciones, tanto con-
tinuas, como discontinuas, sobre [a, b).

3. Consideremos, finalmente, los espacios l,, ¢, ¢, m y R*
(ejemplos 4, 5, 6, 7 y 8 del punto 1). Cada uno de elles es un
subespacio propio del siguiente.

Sea {x,} un conjunto no vacio cualquiera de elementos de
un espacie lineal L. Entonces, existe en L un subespacio minimo
(posiblemente coincidente con L) que contiene {x,}. En efecto,
existe en L al menos un subespacio que contiene {x.}: es todo
el L. Ademas, esta claro que la interseccion de cualquier conjunto
{L,} de subespacios es de nwevo un subespacio. Efectivamente, si

=L, y x y€L*, también ax -+ fy € L* para todos los e y f.

.

Tomemos ahora todos los subespacios, que contienen el sistema

de vectores {x,}, y consideremos su interseccién. Esta serd pre-

cisamente el menor subespacio, que contiene el sistema dado de

vectores {x,}. Este subespacio minimal se Hamard subespacio

%ewado por el conjunto {x.} o cdpsula lineal del conjunto {x,}.
enotaremos este subespacio mediante L ({x,}).

EJERCICIO. Un sistema linealmente independiente {x,} de elementos de
un espacio lineal L se llama base de Hame!l, cuando su capsula lineal coin-
cide con L. Demuéstrense las siguientes proposiciones:

I} en todo espacio lineal existe una base de Hamel:

2) si {x,} es una base de Hamel en L, todo vector x€L se representa
de manera dnica mediante una combinacién lineal finita de algunos vectores
del sistema {x,};

3) dos bases cualesquiera de Hamel de un espacio lineal L tienen la
misma potencia; la potencia de una base de Hamel de un espacio lineal L
suele llamarse dimensidn algebraica de este espacio;

4} dos espacios lineales son isomorfos si, y sblo si, tienen la misma
dimensi6n algebraica.

4°. Espacios cocientes. Sea L un espacio lineal y L' algun
subespacio suyo. Diremos que dos elementos x e y de L perte-
necen a una misma clase de eguivalencia (segin L’), cuando la
diferencia de ellos x — y pertenece a L. El conjunto de todas
estas clases se llamara espacio cociente de L segin L' y se deno-
tard con L/L'. En todo espacio cociente se introducen, de una manera
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natural, las operaciones de adicién y multiplicacion por nimeros.
A saber, sean £ y 7 dos clases, representando elementos de L/L'.
Tomemos en cada una de estas clases un elemento, digamos,
x e y respectivamente, y llamemos suma de las clases § y n a
aquella clase ¢, que contiene el elemento x4-y, y producto de
la clase & por el numero o aquella clase que contiene el elemento oux.
Es ficil probar que el resultado no cambiar4, si los representan-
tes x e y se sustituyen por cualesquiera otros representantes x’ e y’
de las mismas clases E y n. De esta forma quedan, efectivamente,
definidas las operaciones lineales para los elementos del espacio
cociente L/L’. Una comprobacién directa demuestra que estas
operaciones verifican todas las condiciones, contenidas en la defi-
nicién de un espacio lineal. En otras palabras, fodo espacio cocien-
te L/L’ (con las operaciones de adicién y multiplicacion por
?ﬁmems que acabamos de definir en él) representa un espacio
ineal.

Si L es un espacio de n dimensiones y el subespacio suyo L’
tiene dimensién &, el espacio cociente es de dimension n—k
(jdemuéstrese estol).

Sea L un espacio lineal arbitrario y L’ alFim subespacio suyo.
La dimensién del espacio cociente L/L’ se llama codimension del
subespacio L' del espacio L.

Si el subespacio L'cL tiene codimensién finita 2, se pueden
escoger en L los elementos x,, ¥,, ..., ¥, de manera que todo
elemento x €L quedara representado (univocamente) en la forma

X==0X, 4 ... +oX, i

donde «,, ..., o, son numeros e y€L'. En electo, sea n la
dimensién del espacio cociente L/L’. Tomemos en este espacio
cociente una base

El! Ee’ A En

y escojamos en cada clase §, arbitrariamente un elemento que
designaremos con x,. Sea ahora x un elemento cualquierade L y §
aquella clase en L/L’ que contiene a x. Entonces

E=ok 4 .. o

Esto significa, por definicién, que todo elemento de &, en par-
ticular, el elemento x, difiere sélo en un elemento de L' de la
combinacién lineal consiruida con elementos, tomados por uno
en cada clase &,, ..., E, es decir,

x=a1x1.+' p +anxn+y‘

Dejamos al lector la demostracién de que esta representacion
es Tinica.
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5° Funcionales lineales. Una funcién numérica f, definida
sobre un espacio lineal L, se llamara funcional V. Una funcional
f se llama aditiva, cuando

Flx+9y=F(x)+f(y) para todos los x, y&L;
se llama homogénea, cuando

[(ox)=of (x) (= es vn nimero).

Una funcional f, definida en un espacic lineal complejo, se
llama conjugada homogénea, cuando [(ex)=«af(x), donde o es el
niimero complejo conjugado de w«.

Una funcional aditiva homogénea se llama funcional lineal.
Una funcional aditiva conjugada homogénea se llama confugada
lineal (o antilineal).

Sefialemos ejemplos de funcionales lineales.

1. Sea R™ el espacio aritmético de n dimensiones, compuesto
por los eiementos x=(x, ..., %,) y sea a=(a, ..., @,) un
elemento determinado de R* Entonces,

n
f{x} =i‘21 Xy
es una funcional lineal en R*. La expresién
R‘ =
yy=2 ax

representa una funcional conjugada lineal en €=
2. Las integrales

b b
T =S x@adt e I'x) = { @yt

representan, respectivamente, funcionales lineal y conjugada li-
neal en el espacio Cig, 4.

3. Consideremos un ejemplo mis general. Sea y, una funcién
deferminada continua sobre [a, 6}. Tomemos para toda funcién
x€Cia b

&
Fy=§x() g (.

1 Aqui la palabra «funcionals se entiende en un sentido algo distinto
que en el § 8 del capitulo 11, donde hemos liamado funcional a una fun-
cién numérica definida sobre un espacio métrico, cuyos elementos son fun-
ciones. En adelante, tendremos que tratar con espacios lineales, que al
mismo tiempo son métricos y cuyos elementos son funciones. Por ese, no
resultard esencial cierta discordancia en los {érminos de este capitulo y el
anterior.
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La linealidad de esta funcional se deduce de las propiedades
principales de la operacion de integracién. La funcional

b

Foy=§x@ye ()t

serd conjugada lineal. _
4. Consideremos en esle mismo espacio Cpg, »; una funcional
lineal de otro tipo, tomando

6‘- (x) =X {tﬂ}'

es”decir,{ haciendo igual el valor de la funcional &, para la fun-
cién_x al valor de esta funciém en un- punto fijo. £,.
Frecuentemente, resulta necesario considerar esta funcional,
por ejemplo, en la Mecénica Cuintica, donde suele escribirse en
la forma ,
()= x (st —1,) dt,
a
entendiéndose por & la «funciénr» que es igual a cero en todo
punto, excepto el punto =0, y cuya integral es igual a la
unidad (8-funcién de Dirac). Como veremos en el capitulo siguien-
le, la 6-funcién se puede representar como limite, en cierto
sentido, de una sucesién de funciones sauténticass @, cada una
de las cuales se anula fuera de una e,-vecindad (e,— 0 para
. b

n—co) del punto {=0 y verifica la condicién Sqa,,(t] dt=1.

a
5. Veamos un ejemplo de una funcional lineal en el espacio /,.
Sea k un numero entero positivo determinado. Para todo

x:-:{xl. vees Ky oan -}
de {, tomemos

Frlx)=x4.

Esta funcional es evidentemente lineal. Funcionales de este tipo
pueden considerarse también en otros espacios de sucesiones, por
ejemplo, en ¢, ¢, my R* (ejemplos 5, 6, 7 y 8 del primer punto).

6°. Interpretacién geométrica de una funcional lineal. Sea f
una funcional lineal, distinta del cero idéntico, en un espacio
lineal L. El conjunte L, de elementos x de L que satisfacen la
condicién

fx)=0

representa un subespacio del espacio-L, que se llama subespacio
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de ceros de la funcional f. En efecto, si x, y€ L, tenemos

flex+By) = of (x)+Bf (y)=0.

El subespacio L, tiene codimensién I. En efecto, tomemos
un elemento x, que no pertenece a L, es decir, un elemento tal
que f(x,)==0. Tal elemento existe, ya que f(x) =0. Podemos
admitir, sin perder generalidad, que f(x,)=1, ya que en el caso

i . T o N\ _
contrario podriamos dividir x, por f(x,) (f (_f(xal) 1). Para
un elemento x cualquiera tenemos x = f (x).x,4y, de manera gue
Fy) =F(x—F(x)x)=0, es decir, y€L,

Siendo x, un elemento fijo, el elemento x se representa de
una manera unica en la forma

x=ox,+y, donde y€L,.
En efecto, sea

x=orx°+y, HGL;-

x=ao'%+y, yEL.
Entonces,

(a—a) o=y —y.

Si a=a’, serd evidentemente y'=y. En cambio, si asta’,
tendremos x.=i::, €L, y esto contradice a la seleccion de x,.

De aqui se deduce que dos elementos x, y x, pertenecen a una
misma clase de equivalencia segiin el subespacio L, si, y sélo si,
F(x,)=f(x,). En efecto, de

xtmf(xl)'xn -+ ¥
Xy =1 (%) %o+ s

se sigue que
Xy=—Xy = (f ':xl)_-f(xs) * Xy +(!v‘1—yg)-

De aqui se ve que x,—x, €L, si, y solo si, el coeficiente de x,,
es decir, f(x;,)—f(x,), es igual a 0.

Toda clase § segin el subespacio L, se determina por cual-
quiera de sus representantes. A titulo de este representante pode-
mos tomar el elemento de tipo @-x,, De aqui se ve que el
subespacio L/L; es efectivamente unidimensional y que L, tiene
codimensién 1.

El subespacio L, determina, salvo un factor constante, la
funcional lineal que se anula en él.

En efecto, sean f y g dos funcionales que tienen el mismo
espacio de ceros L,=Lg. Tomemos, a partir de f, un elemento
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X, de manera que f(x,)=1. Afirmamos que g (x,}==0. En efecto,
x=f (x)x,+y, y€ Lf=Lg-

g (x)=F (£} g (xo) -+ & () =F () g (x,).

Si fuese el valor g(x,) igual a 0, la funcional g resultaria igual
idénticamente a cero. De la igualdad g(x)=g(x,) [ (x) se deduce
precisamente que las funciones g y f son proporcionales.

Sea L' un subespacio de codimensidn 1 en el espacio lineal L;
entonces, toda clase de equivalencia del espacio L segin el sub-
espacio L' se llama hiperplano paralelo al subespacio L' (en
particular, el propio subespacio L" es un hiperplano que contiene
el 0, es decir, que «pasa por el erigen de coordenadas»). En otras
palabras, el hiperplano M’ paralelo al subespacio L’ es el con-
junto que se obtiene a partir de L’ mediante una traslacién
paralela a un vector x,€ L:

M=L"tx,={yy=x+x, x€L'}.

y

Estd claro que, six,€L’, tenemos M'=L’; en cambio, six,&L’,
tendremos M‘==L’'. Si f es una funcional lineal no trivial sobre
el espacio L, el conjunto M,={x:f{x)=1} es un hiperplano
paralelo al subespacio L, de ceros de la funcional f (en efecto,
fijando un elemento x,, para el cual f(x,)=1, podemos repre-
sentar todo vector x€ M, en la forma x=x,--y, donde y€L,).
Por otro lado, si M’ es un hiperplano paralelo al subespacio L’
(de codimensién 1) que no pasa por el origen de coordenadas,
existe una funcional lineal f Gnica tal que M’'={x:f(x)=1}.
En efecto, sea M'=L"-t-x,, x,€L; en este caso, todo elemento
x € L se puede representar de manera (inica en la forma x = ax, + y,
donde y& L’. Tomando f{x}=«, obtenemos la funcional lineal
deseada; la unicidad se deduce de que, siendo g(x)=1 para
X €M, tenemos g(y)==0 para y€L’, de manera que

g (ox, +y)=o=[(ax,+y).

Por consiguiente, hemos establecido una correspondencia bi-
univoca entre todas las funciones lineales no triviales, definidas
sobre L, y todos los hiperplanos de L que no pasan por el origen
de coordenadas.

EJERCICIO. Sean f, fy, ... . f, funcionales lineales sobre un espacio lineal
L tales que de f,(x}=...=f,(x)=0 se deduce que f(x)=0. Entonces,
n

existen unas constantes a,, ..., a; tales que f(x)az apfp(2), para todo
k=1

xEL.
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§ 2. CONJUNTOS CONVEXOS Y FUNCIONALES CONVEXAS,
TEOREMA DE HAHN — BANACH

1°, Conjuntos convexos y cuerpos convexos. Varios capitulos
imporiantes de la teoria de espacios lineales tienen como base
el concepto de convexidad que, apoyindose en ideas geoméiricas
evidentes, admite, al mismo tiempo, un enunciado puramente
analitico.

Sea L un espacio lineal real y x, y dos punios suyos. Se
Ylama segmento (cerrado) en L, que une los puntos x e y, al
conjunto de todos los elementos de tipe

ax--fy, donde @, B=0, a+p=1.

Ei segmento sin los puntos extremos x e y se llama segmento
abierto.

Un conjunto McL se llama convexo, cuando junto con dos
cualesquiera puntos suyos x e y contiene también al segmento
que los une.

Llamaremos nidcleo de un conjunto arbitrario EcL al con-
junto de puntos suyos x tales que para todo y € L existe un nfi-
mero e=g(y) >0 tal que x4 fy€L para || <e.

Un conjunto convexo, cuyo niicleo no es vacio se Ilama cuerpo
convexo. '

Ejemplos. 1. En el espacio euclideo de tres dimensiones, el
cubo, la bola, el tetraedro y el semiespacio representan cuerpos
convexos. Un segmento, un plano o un fridngule del mismo
espacio son conjuntos convexos, pero no CUErpos CONvVexos.

2. Consideremos en el espacio de funciones continuas sobre
el segmento [a, b] el conjunto de funciones que verifican la

condicién
IFo<1.
Este conjunto es convexo; en efecto, si
[FOI<lylg®<,
entonces, para a+p=1, o, p =0
- lef ) +pg)<a+ph=1.

3. La bola unitaria de /,, es decir, el conjunto de puntos
x=(X, ..., %X, ...) lales que }_‘xﬁg I, es un cuerpo comvexo.
Su niicleo se compone de los elementos x. que. verifican. la con-
.dlt:iélrk,g‘,x?. <l.:
© -4 El: paralelepipedo fundamental II en '/, es un conjunto
.€onvexo, . pero no un Cuerpo Convexo. En efecto, sea x€II; esto

significa que "|x',,—|s‘.'._"2,,;_1 para todo n=1, 2, ... Tomemos
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!a'n=(l. '?, s %, ...).Seax+iy.,€l‘1,esdecir, lx,,-;-nllg
1

1 { ¢ t !
4“‘-"/“-"2-3-_1; entonces, -;‘Q)x,,-!—;l—i—u,igp—_l-{-w—d;m,
de donde se sigue que {=0 y, por consiguiente, el niiclec del
conjunto II es vacio.

EJERCICIO. Sea @ el conjunto de punfos x=(x, ..., =z, ...) de [
que verifican la condicién n*xp =< 1, [Demuésirese que © es un conjunto
convexo, PEro no un Cuerpo convexo.

Si M es un conjunto convexo, su nicleo /(M) es también
convexo. En efecto, sean x, y€l (M) y z=ax+py, o, p=0,
e+ p=1. Entonces, para un elementc dado a€ L existen &, >0
y e, > 0 tales que, siendo |#,! <e,, |{,| <e, los puntos x-+¢a
e y-+1,a perienecen al conjunto M; por consiguiente, a él per-
feniece también el punto a(x+ia)+p(y+ia)=z-la, si |[{|<
< &= min(e,, &), es decir, 2€J(M).

Demostremos la siguiente propiedad sencilla, nero importante,
de los conjuntos convexos.

TEOREMA L. La interseccion de cualquier mimero de conjuntos con-
| wvexos es un conjunfo convexo.

DEMOSTRACION. Sea M= nM,. donde todos los M, son conjuntos

[+
convexos. Sean, ademds, x e y dos puntos arbitrarios de M. En
este caso, el segmento que une los puntos x e y pertenece a cada
M, vy, por consiguiente, a M. Por lo tanto, M es efectivamente
convexo. Observemos que la interseccién de cuerpos convexos
{que, de acuerdo con lo establecido, serd un conjunto convexo)
no es necesariamente un cuerpo convexo {dese un ejemplo).

Para todo conjunfo A de un espacio lineal L existe el menor
conjunic convexo que contiene A: éste serd la interseccion de
todos los conjuntos convexos que contienen A (existe al menos
un conjunto convexo que contiene A, éste es ifodo L). Este con-
junto convexo minimal que contiene A se llama cdpsula convexa
del conjunto A. .

Veamos un ejemplo importante de capsula convexa. Sean
Xy Xpyo o .., X4, puntos de un espacio lineal. Diremos que estos
puntos estan en posicién general, cuando no pertenecen a ningan
subespacio de (n—1) dimensiones. La cépsula convexa de los
puntos x,, X,, ..., ¥,4; QuU& Se encuenfran en posicién general
se denomina simplice de n dimensiones y los propios puntos x,,
Xge ..., X,y Se llaman veértices de este simplice. Un simplice
de dimension cero es un punto. Un simplice unidimensional es
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un segmento; un bidimensional, un fridngulo y un tridimensio-
nal, un tetraedro.

Si los puntos x,, x,, ..., X4, Se encueniran en posicion
general, cualesquiera £+ 1 de ellos (k& < n) se encueniran también
en posicién general y, por consiguiente, generan un simplice
k-dimensional que se denomina faceta k-dimensional del simplice
n-dimensional dado. Por ejemplo, el tetraedro con vértices e,
e,, &, y ¢, tiene cuatro facetas bidimensionales, determinadas por
las ternas de vértices (e,, e;, 2.}, (61, €5, €0), (€1, €4s 20) ¥ (81, €5, ;)
respectivamente, seis facetas unidimensionales y cuatro de di-
mensién cero.

TEOREMA 2. Un simplice con vértices x,, X, ... X4, €s el conjunto
| de todos los punfos que pueden representarse en la forma

LRS! 1

x= ,&Z’la"x"” a, =0, kzlak-: 1.

peMosTRACiON. Es facil probar que la totalidad de puntos de
tipo (1) representa un conjunto convexo que contiene los puntos
Xy, X3 ..., X44;- Por otro lado, todo conjunto convexo que
contenga los puntos x,, x;, ..., x,,, debe contener también los
puntos de tipo (1); consecuentemnente, estos puntos forman el me-
nor conjunto convexo que contiene los puntos x,, X, ..., X,4,-

2°. Funcionales convexas. Al concepio de conjunio convexo
estid ligado estrechamente el concepto de funcional convexa.
DEFINICION. Una funcional no negativa p, definida sobre un espacio
lineal real L, se llama convexa, si

1) p(x+y) << p(x)+p(y) para todos los x, y€L;

2) plex)=ap(x) para todos los a=0.

o admitimos que el valor p(x) es finito para todo x€L,
es decir, se admite el caso en que p(x)=-4co para algunos
x€L.

Sefialemos ejemplos de funcionales convexas.

1. La longitud de un vector en el espacio euclideo R" de n
dimensiones. La primera condicion significa en este caso que la
longitud de la suma de dos vectores no sobrepasa la suma de
sus longitudes (desigualdad triangutar), mientras que la segunda
se deduce directamente de la definicion de la longitud de un
vector en R*.

2. Sea M el espacio de funciones x acotadas sobre un con-
junto 8 y sea s, un punto fijo de S. Enfonces,

Ps, ()= x (80} |
es una funcional convexa.



§ 2. CONJUNTOS CONVEXOS Y FUNCIONALES CONVEXAS 143

3. Sea m el espacio de sucesiones numéricas acotadas
x=(%,, Xg..., Xm...}. La funcional

p(x)=sup EA
es convexad.

3°, Funcional de Minkowski. Consideremos la relacién exis-
tente entre las funcionales convexas y los conjuntos convexos.

TEQREMA 3. Si p es una funcional convexa sobre un espacio lineal
L y k un ndmero positivo, el conjunio

E={x: px)<k}

es convexo. Si la funcional p es finita, el conjunto E
representa un cuerpo convexo, cuyo niicleo es el conjunio

(P00 <Ry
(de manera que de anfemano contiene el punto 0).
DEMOSTRACION. Si %, y€E y a+p=I, a, p =0, tenemos
p(ex+PBy) <ap(0)+Pp W) <k,
es decir, E es convexo. Supongamos ahora que la funcional p
es finita, p(x) <k, que { >0 e y&L; enionces,
pxty) < px)+Lip(=y)

Si p(—y)=p(y)=0, tenemos x+fycE para todo ¢; en cam-
bio, si al menos uno de los nameros p(y), p(—y) es distinto
de cero, tendremos x 4 fy € E cuando

k—p(x)
< mx ). p (=0
Tomemos para & un valor determinado, digamos, £=1. En
este caso, toda funcional finita convexa p determina univoca-
mente en L un cuerpo convexo £ tal que 0€J(E). Viceversa,

sea E un cuerpo convexo, cuyo nécleo contiene el punto 0.
Entonces,

pﬂx;:inf{r:;eﬁ, r>0} @)

es una funcional convexa finita. Se llama funcional de Minkowski
del cuerpo convexo E.

Probemos la convexidad de la funcional de Minkowski (2).
Para todo x€L, el elemento ; pertenece a E, cuando r es su-

ficientemente grande; por eso, la magnitud pg(x), definida por
la igualdad (2), es no negativa y finita. Si £ >0 e y={x,
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tenemos
pE(y)zinf{r> 0: —feE}:inf {r> 0: "7‘65}=
=inf {tr'>0: L€} =tini{r>0: Aeb}=
=1tps(x). (3)
Sean ahora x,, x,€L y sea e > 0 arbitrario. Escojamos los nii-
meros r; (=1, 2) de manera que pgp(x) <r; < pglx;)-+e;
entonces, % € E. Pongamos r=r,+-r,; entonces, x‘—r.—‘i*:rr‘—;‘--i-

I x X.
+-§‘3 pertenece al segmento con extremos +y 2. Como E es
2 1 2

convexo, este segmento y, por consiguiente, el punto f‘—_;’_—x’ per-

tenecen a E y por eso
P +x)r=r+4r, <pp(h) +pela) -+ 2e.
Puesto que & es aqui arbitrario, tenemos
Pelt, 4 2,) <<pp(x) + pelxy) 4)

Las relaciones (3) y (4) significan precisaménte que la funcional
Pe(x) es convexa.

4°. Teorema de Hahn—Banach. Sea L un espacio lineal real

y sea L, un subespacio suyo. Supongamos, ademas, que sobre el

subespacio L, se ha definido una funcional lireal f,. Una fun-

‘cional lineal f, definida sobre todo el espacio L, se llama

prolongacién de la funcional f,, cuando

Fx)=Ff,(x) para todo x€ L,.

El problema sobre la extensidn de una funcional lineal, dada

inicialmente sobre un subespacio, a un espacio mayor surge con

frecuencia en el Andlisis. El papel principal en esfas cuestiones

10" desempeiia el siguiente teorema.

TEOREMA 4(HAHN~BANACH).I Sea p una f[uncional convexa finita,
definida sobre un espacio lineal real L, y sea L, un subespacio
lineal de L. Si f, es una funcional lineal sobre L,, que veri-
Fica sobre L, la condicidn

falx) <p(x), (5)
la funcional [, puede ser prolongada a una funcional | sobre
L, que verifica en todo L la condicidn (5).

 DEMOSTRACION. Probemos que, siendo Lo« L, la funcional f, se
vede prolongar de L, a un subespacio mayor L’,' conservando
a condicién (5). En efecto, sea z un elemento arbitrario de L
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que no pertenece a L, y sea L’ el subespacio generado por L, y
el elemento z. Todo elemento de L’ tiene la forma

tz+4x, donde x€L,.
Si f' es la prolongacién deseada de la funcional f, sobre L',

tenemos
Ftz+x)=tJ"(2)-+fo (%),

o, tomando [’ (2)=c,

[ (tz+x) = te+ fo (2).
Escojamos ahora ¢ de manera que en todo L' se cumpla la con-
dicién de subordinacién (B), es decir, que para todo x€L, ¥y
cualesquiera f reales se verifique la desigualdad

folx) +Hte << p (x4 t2).
Para ¢ >0 esta condicion es equivalente a

Fo () +osp ($42),0 e<p(F+2)—h(F). ©

/

y para f < 0 cs equivalente a
fo (%)+C>—p(;$~—2) o 62—P(~,5—2)—f9(,i) A7)

Demostremos que siempre existe un ¢ que cumple las condiciones
(6) y (7). Sean y' e y* elementos arbifrarios de L,. Entonces,

—f W) tely +2 2—f &) —p(—y —2)- (8)
En efecto, esle resultado se obtiene de la desigualdad
flg V=)< p " —¥)=p{y+2)—(y +2)) <

<ply'+2)4p(—y —2).
Tomemos

= iyrgf(—fn ()4 p " +2) = Hp (—Fo () —p (—y —2).

Debido a que y" e 4" son arbitrarios, de (8) se deduce que
¢" =¢. Escogiendo ¢ de manera que

e,
veremos que la funcional [’, definida sobre L’ por
[lizx)=te+ [, (x),
verifica la condicion dc subordinacién (5).. Por consiguiente,
hemos demostrado que, si la funcional f, estd definida sobre un
subespacio L,=L y verifica en L, la condicién (5), se puede

exlender f,, conservando esta condicién, a un subespacio mayor
L’. En el caso en que se pueda escoger en L un sistema nume-
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rable de elementos x,, x,,..., %,... que genera todo L, la
funcional sobre L se construye por induccién, considerando la
cadena creciente de subespacios

L — {Lm xl}’ L — {L“’. )Cg},. .

(aqui [L'®, xg,} representa el subespacio lineal minimal de L
que contiene L® y x..,). Entonces, todo elemento x € L. entrara
en algin L' vy, por consiguiente, la funcional resultard prolon-
gada a todo L.

En el caso general (es decir, cuando no existe un conjunto
numerable generador de L), la demosfracién concluye aplican-
dose el lema de Zorn. E] conjunto & de todas las prolonga-
ciones posibles de la funcional f,, que verifican la condicién de
subordinacién (5), es un conjunto parcialmente ordenado y todo
subconjunte suyo &, linealmente ordenado tiene extremo supe-
rior; este extremo superior es la funcional, definida sobre Ia
unién de los campos de definicién de las funcionales '€ &, y
coincidente con cada una de estas [’ en su campo de defini-
cién. De acuerdo con el lema de Zorn, existe en & un elemento
maximal f. Este elemento maximal f representa precisamente la
funcional deseada. En efecto, es una prolongacion de la funcional
inicial f,, verifica la condicién (5) en su campo de definicion y
estd definida sobre tode el espacio L, ya que de lo contrario
seria posible prolongarla, empleando el método descrito anterior-
mente, del subespacio propio, en que esté definida, a un subes-
pacio mayor, y, por consiguiente, f no seria un elemento maxi-
mal. El teorema queda demostrado.

Sefialemos también la variante compleja del teorema de
Hahn—Banach.

Una funcional no negativa p, definida sobre un espacio lineal
complejo L, se llama convexa, cuando para todo x, y&€L y
cualesquiera nlimeros complejos &

plx+y}<p(¥)+p @)
p(hx)=|%]p(x)
TEOREMA 4a. Sea p una funcional convexa finita sobre un espacio

lineal complejo L y sea f, una funcional lineal, definida sobre
un subespacio lineal L,cL, donde verifica la condicidén

If l(x}[gp(x)l xe Lu-
Entonces, existe una funcional lineal f, definida en todo L, que
verifica las condiciones
[f)|<p(x), x€L,
f)=F(x), x€L,
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DEMOSTRACION. Denotemos mediante Lp y L, los espacios L
y L,, considerados como espacios lineales reales. Esta claro
que p es una funcional convexa finita sobre L y que foz(x) =
= Re f,(x} es una funcional lineal real sobre Z,R que verifica
la condicién

o) [ << p(x)
y, es mas, la condicion
for(£) << p(x).
En virtud del teorema 4, existe una funcional lineal real [z,
definida en todo Lg, que satisface las condiciones
frRx)<<p(x), x€lp (=L),
frx)=TFor(x), x€Lyg (=Ly).
Es evidente que —fp(x)=fp(—x)<{p(—x)=p(x) y, por lo
tanto,
[fr(x)}|<p(x), x€Ly (=1). 9
Definamos en L la funcional f, tomando
F)=Fr(x)—ifg(ix)

(aqui nos valemos de que L es un espacio lineal complejo,
de manera que en él estd definida fa multiplicacion por nime-
ros complejos). Una comprobacion directa muestra que f es una
funcional lineal compleja sobre L y que, ademis,

f(x) fo(x} para x€ L,
Re f(x)=fp(x) para x€L.

Resta demostrar que |f(x)] << p(x) para todo x€ L. Suponga-
mos lo contrario; entonces, para algin x,€L tendremos
[ f(xo)| > p(x,). Representemos el niamero complejo f(x,) en la
forma f(x,)=pe's, donde p >0, y pongamos y,=e~"x,. Enton-
ces, fg(b’u}*‘Reff!"o)_—‘. Re e~ (x)|=p > p(x)=p{y) y esto
contradice a la condicion (9). El teorema queda demostrado.

EJERCICIo. Demuéstrese que en el teorema de Hahn—Banach se puede
omitir la condicidn de que la funcional p sea [inita.

5° Separabilidad de conjuntos convexos en espacios lineales.
Sea L un espacio real y M y N dos subconjuntos en él. Se dice
que la funcional lineal f definida sobre L separa estos conjuntos,
cuando existe un nimero C tal que

f()=C para x(€)M y f(x)<IC para x€N.
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Las dos siguientes proposiciones se desprenden directamente de
la definicion dada.

1} Una funcional lineal f separa los conjunfos M y N si, y
s6lo si, separa los conjuntos M—N y {0} (es decir, el conjunto,
compuesto por todos los elementos de tipe x—y, donde xeM
e yEN, y el punto 0).

2) Una funcional lineal f separa los conjuntos M y N si, y
s6lo si, separa los conjuntos M—x y N—x para todo x€L.

Del {eorema de Hahn—Banach se obtiene sin dificultad el
siguiente teorema sobre la separabilidad de conjunios convexos
en un espacio lineal, que encuentra mdaltiples aplicaciones.

TeorREMA 5. Sean My N dos conjuntos convexos disjuntos en un
espacio lineal real L, con la particularidad que al menos uno
de ellos, digamos M, tiene un nicleo no vacio (esto es. repre-
senta un cuerpo convexo). Enfonces, existe sobre L una funcio-
nal [ lineal no nula que separa M y N.

DEMOSTRACION. Sin perder generalidad, podemos admitic que el
punto 0 pertenece al niicleo del conjunto M. (De lo contrario,
considerariamos los conjuntos M—x, y N--x, donde x, es
algin punto del nacleo de M). Sea g, un punto del conjunto N;
entonces, el punto —y, perienece al nficleo del conjunto M—N,
mientras que el punto O pertenece al nicleo del conjunto
K=M-—N+y, Como los conjuntos M y N no se intersecan,
fenemos OEM—N e y,€K. Sea p la funcional de Minkowski

del conjunto K. Entonces, p(y,) =1 (puesto que y, €K). Consi-
deremos la funcional lineal

Fo (0ttf0) = P (1hy)-

Esta definida sobre un subespacio unidimensional, compuesto
por elementos de tipo ay, y cumple la condicidn

fo (o) << plage)

ya que plogo)=up(y) para a0y fo(ay)=af,(s) <0<
< play,) para o < 0. De acuerdo con el teorema de Hahn—Ba-
nach, la funcional f, puede extenderse hasta una funcional
lineal f, definida en todo L, que verifica en L la condicién
F=<<p(y). De aqui se deduce que f(y)<<1 para y€K y que,
al mismo tiempo, f(y,) ==1. Es decir, [ separa los conjuntos K
e {y.}y, por consiguiente, f separa M—N y {0}; pero, enton-
ces, [ separa los conjuntos M y N. E] teorema queda demos-
trado.
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§ 3. ESPACIOS NORMADOS

En el capitulo I1T hemos considerado los espacios topoldgicos,
en particular, métricos, es decir, conjuntos en los que se ha
introducido, de upa u otra manera, el concepto de proximidad
de elementos, mientras que en los paragrafos anteriores de este
capitulo hemos tratade espacios lineales. Hasta ahora hemos
considerado estos dos entes, los espacios topolégicos y los espacios
lineales, independientemente' uno del otro. No obstante, en el
Analisis tropezamos, casi siempre, con espacios provistos tanto
de una topologia como de operaciones de adicion de elementos

multiplicacién de éstos por nimeros, es decir, tropezamos con
os asi |lamados espacios topoldgicos lineales. Entre
los espacios topoldgicos lineales consfituyen una clase importante
los espacios normados. La teoria de estos espacios fue
desarrollada en los trabajos de S. Banach y de otros autores.

1°. Definicion y ejemplos de espacios normados.

peFINICION 1. Sea L un espacio lineal. Una funcional convexa
finita p, definida sobre L, se ilama norma, cuando verifica las
siguientes condiciones adicionales (ademdas de la de convexidad):

1} p{x)=0 solo si x==0,

2) plax)=|a|p(x) para todo c.

Por consiguiente, podemos decir, recordando la definicién
de convexidad, que se llama norma en L a una funcional finita
que cumple las tres condiciones siguientes:

1) p(x) =0, con la particularidad de que p{x)=0 sdlo si
x=20,

2) plxry<pE+p) % 4€L,

3) p(ax)=|e|p(x) cualquiera que sea el nimero a.

periNicioN 2. Un espacio lineal L en el que se ha introducido
una norma se llama espacio normado. La norma del elemento
% €L se denotard mediante el simbolo |[x]||.

Todo espacio normado se convierte en un espacio mélrico,
si para dos cualesquiera elementos x, y € L se toma

plx y=llx—yl.

La validez de los axiomas de espacio métrico se desprende di-
rectamente de las propiedades 1), 2) y 3) de la norma. En los
espacios normados subsisten, por consiguiente, todos los concepios
y resultados expuestos en el capitulo [I para los espacios
métricos.

Un espacio normado complefo se llama espacio de Banach o,
brevemente, B-espacio. .
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Ejemplos de espacios normados. Muchos de los espacios, con-
siderados en el capitulo II como ejemplos de espacios métricos
(y en el § | de este capitulo, como ejemplos de espacios linea-
les), pueden proveerse de hecho de una estructura natural de
espacio normado.

l. La recta numérica R' se convierte en un espacio normado,
si se toma ||x||=|x]| para todo niimero x € R.

2. Si en el espacio real R" de n dimensiones con elementos

X={%p Xys 20oy X,)

1=1=/ 3. 0

se comprobardn todos los axiomas de la norma. La férmula

fomamos

plx, Y =llx—y|= ».-g'l' (oe—1)

determina en R" la misma méirica que hemos considerado ya
en este espacio.
En esle mismo espacio lineal se puede introducir la norma

Ilh= 2 Il @
y la norma
[[xls= max |x.|. (3
l<hkgn

Estas normas determinan en R® las métricas que hemos consi-
derado ya en los ejemplos 3 y 4 del § 1 del capitulo II. No
ofrece dificultad comprobar que en cada uno de estos casos se
~cumplen efectivamente los axiomas de la norma.

En el espacio complejo C" de n dimensiones se puede intro-

ducir la norma
TR
ey 3 iar
k=

o cualquiera de las normas (2) 6 (3).
3. Definamos la norma en el espacio Cq, 57 de [unciones con-
tinuas sobre el segmento [z, b] mediante [a formula

ifll= max [f)]- (4)
agtgh

La distancia, correspondiente a esta norma, fue considerada ya
en el ejemplo 6 del § 1 del capitulo I1.
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4. Sea m el espacio de sucesiones numéricas acotadas
Fom Xy sy & cee)k
Pongamos
x| =sup |, . (5)

Es obvio que las condiciones 1), 2), y 3) de la definicién de la
norma se cumplen. La métrica que induce en m esta norma
coincide con aquella que hemos considerado anteriormente (cap. I1,
§ 1, ejemplo 9).

2°. Subespacios de un espacio normado. Hemos definido un
subespacio de un espacio lineal L (desprovisto de topologia cual-
quiera) como un conjunto no vacio L, tal que, si x, y€L, se
tiene cx--py € L,. En un espacio normado, son de interés prin-
cipal los subespacios lineales cerrados, es decir, aguellos subes-
pacios que contienen todos sus puntos de acumulacién. En un
espacio normado de dimensién finita todo subespacio es automa-
ticamente cerrado (jdemuéstrese esto!). En el caso de un espacio
de dimensién infinita esto no es asi. Por ejemplo, en el espacio
Cio, ¢ _de las funciones continuas con la norma (4), los polino-
mios forman un subespacio, pero no cerrado .

Otro ejemplo: en el espacio m de las sucesiones acotadas,
las sucesiones, que contienen solamente un ndmero finito de
elementos diferentes de cero, constituyen un subespacio. Sin
embargo, no es cerrado: su adherencia contiene, por ejemplo, la
sucesion (1. %. v ;1— -

Puesto que en lo sucesivo consideraremos, como regla general,
solamente subespacios cerrados, resulta légico modificar algo la
terminologia establecida en el § 1. En este orden, entenderemos
por subespacio de un espacio normado un subespacio cerrado; en
particular, el subespacio generado por un sistema dadoe de ele-
mentos {x,} serd el menor subespacio cerrado que contiene {x,}.
Llamaremos este subespacio adherencia lineal del sistema {x.}.
El conjunto (no cerrado) de elementos que contiene junto con
x e y cualquier combinacién lineal ax+ Py de ellos, se llamard
variedad lineal.

Un sistema arbitrario de elementos, pertenecientes a un espa-
cio normado E, se llamard complefo, cuando el subespacio (jce-
rrado!) generado por él es todo el E. Por ejemplo, en virtud del
teorema de Weierstrass, el conjunto de todas las funciones [, ¢,

1t De acuerdo con el teorema de Weiersirass, segin el cual foda funcién
continua sobre un segmento es Ifmite de una sucesién uniformemente con-
vergente de polinomios, la adherencia del subespacio de polinomios en
Cia, 1) s todo Cig, 4.
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# ..., " ... es completo en el espacio de funciones conti-
nuas lel'- b)-

EJERCICIOS, 1. Sea R un espacio de Banachy sea §,28,D ... §,>...
una sucesion de bolas cerradas encajadas en & Deinuéstrese que Liene una
interseccion no vacia {aqui no se supone que los radias de estas bolas
tienden a 0; compirese con el ejercicio de la pdg. 75). Dése un ejemplo
de una sucesién de conjunios encajados ma vacios, acotados, cerrados y
convexos de un B-espacio, von interseccién vacia.

2. Sea R un B-cspacio de dimensidn iniinita; entonces, su dimensién
algebraica (véase el ejercicio de la pag. 134) es innumerable,

3. Sea R un espacio de Banach y M un subespacio suyo cerrado. Con-
sideremos el espacio cocienle P=R/M y definimos en é| |2 norma, tomando
para toda clase de equivalencia E

!]Eii=:2é|lxil-

Demueésirese que la funcional asi definida represenia efectivamente wuna
nnrmshen P y que, ademas, el espacio P con esta norma es. un espacia de
Banach.

4. Sea R un espacio lineal normado; demuésirese la validez de las
siguientes proposiciones:

1) todo subespacio lineal de dimension finita de R es cerrado;
| 2) si M es cerrade y N es un subespacio de R de dimensitn finita,
a suma

M+ N={sx=ytz, 4 € M, 2€ N}
es un subespacio lineal cerrado; dése um ejemplo de dos subespacios lineales
cerrados del espacic l,, cuya suma no es cerrada;

3) sea @ un conjunto abierfo convexe de R y sea x, € Q; enlonces,

exisfé un hiperplano cerrado que pasa por el punto x, y no se intersecta
con Q.

5. Dos normas || « ||, || + |l.de un espacio lineal R se llaman equiva-
fentes, cuando existen unas constantes a, & > @ tales gue al[]x“,qjlx |2 ==
4bl|x|‘L, para todos x € R. Demuéstrese que, siendo el espacio de
dimension finita, cualesquiera dos normas en é] son equivalentes.

§ 4. ESPACIOS EUCLIDEOS

1°.. Definicién de espacios euclideos. Un método bien conocido
de introducir una norma en un espacio lineal es el de definir
en éste el producto escalar. Recordemos que se llama producto
escalar en un ‘espacio lineal 'real R a una funcién real (x, g),
definida para cada par de elementos x, y € R, que verifica
las sigujentes condiciones:

1) (xr y)=(yl x)l

2) (% g1+ 42)= (%, 41)+(x, 4a),

3) (hx, y)=2(x, y),

ﬂ (%, £)=0 y (x, x)=0 sélo si x=0.

n espacio lineal con un producto escalar definido en &l se
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llama espacio euclideo. En un espacio euclideo R se introduce la
norma mediante la férmula

2]l =V . (1)

De las propiedades 1), 2), 3) y 4) del producto escalar se deduce
que se cumplen todos los axiomas de a morma.

En efecto, el cumplimiento de los axiomas 1) y 3) de la

norma (punto 1 del § 3) es evidente y la validez del axioma 2)

(desigualdad {riangular) se deduce de la desigualdad de Cauchy—
Buniakouski

e gy <<l -yl
que demostraremos ahora.

Consideremos el siguiente trinomio de segundo grado respecto
a la variable real A, no negativo para cualesquiera valores de A:
¢(R)=0x+y hxt+g) =2 )+2h(x 9+, y)=

= x[FA*+2(x »Hr+lglt>0.

La desiguaidad de Cauchy— Buniakovski afirma simplemente
que el discriminante de este trinomio de segundo grado es no
positivo.

Observemos que en un espacio euclideo todas las operaciones
(adicion, multiplicacién por niimero, producto escalar) son con-
tinuas, es decir, si x,—x, y,—y (en el sentido de convergencia
respecto a la norma) v ,— ) (como una sucesién numérica),
entonces,

Xp bl — X4,
hopXy — A,
(xm y,‘)—+(x, y).

La demostracion de este resultado se basa en la desigualdad
de Cauchy—Buniakovski y queda, a titulo de ejercicio, a cargo
del lector.

La existencia del producto escalar en R permite definir en
esie espamo no sélo la norma de un vector (es decir, su longi-
tud), sino también el angulo entre vectores; a saber, el dngulo
¢ entre dos vectores x e y se defme mediante la férmula

¥)
cos o=l @

De la desigualdad de Cauchy— Buniakovski
HC/IES FAIR P

se deduce que el valor absolufo de la expresién que figura en
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el miembro derecho de (2) no sobrepasa 1, es decir, determina,
efectivamente, un angulo ¢, 0<C ¢ =<{m, cualesquiera que sean
X ey.

Si (x, y)=0, tenemos de (2) 11):-;—; en este caso los vectores
x ¢ y se llaman orfogonales.

Un sistema {x,} de vectores de R diferentes de cero se llama
ortogonal, cuando

(¥or X,)=0 para o == p.
Si los vectores x, forman un sistema ortogonal, son linealmente
independienles. En efecto, sea
A Xy + 8%y, + oo T X, = 0;
si [x,} es un sistema ortogonal,
(xrm g, + .. +anxan] =4a; (xml xﬁk) =0:

es decir, puesto que (g, Xz,)==0, tenemos a;=0 para todos
los i=1, 2, ..., n.

Un sistema ortogonal {x,} completo (es decir, tal que el menor
subespacio cerrado que lo contiene es todo el R) se llama base
oriogonal. Si, ademas, la norma de cada elemento es igual a I,
el sistema {x,} se llama base orfonormal. En general, un sistema
{x.} (completo o no) tat que

0 para a==p,
(xp xs); 1 para G=ﬁ,

se llama sistema ortonormal. Esta claro que siendo {x,} un sis-
tema ortogonal, el sistema { X« 1 resulta ortonormal.
et Tz

2°. Ejemplos. Consideremos algunos ejemplos de espacios eucli-
deos y bases ortogonales en ellos.

1. El espacio de coordenadas R" de n dimensiones, cuyos
elementos son los sistemas de niimeros reales

=%y Xy 00, X5)

con las operaciones habituales de adicién y multiplicacién en él
y con e} producto escalar

(r 9)= 2} Xl 3)

representa un ejemplo bien conocido de espacio euclideo. Una
base ortonormal en &1 (una del ntimero infinito de bases orto-
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normales posibles que tiene} viene dada por los vectores

e,=(1,0,0, ...,0)
g,=(0,1,0, ..., 0),

2. El espacio {, con los elementos
-

$=={%0 Koy ocv s Xy ...), donde X x} < oo,

isl

y con el producto escalar

{x, ylzz.a‘l Xilfi 4)

es un espacio euclideo. En efecto, la convergencia de Ja serie
que figura en el miembro derecho de (4) fue demostrada ya
en el cap. 11, § 1. Las propiedades 1), 2), 8) y 4) del producto
escalar se comprueban directamente. La base ortopormal mds
sencilla de I, es la formada por los vectores

e,=(1, 0,0, ...),
e,=0, 1, 0, ...),

e_.,=(0, 0, 1, T {5)
Son obvias la ortogonalidad y normalidad deesle sisiema; al mismo
tiempo, el sistema (5) es completo: sea x=(x,, %y ..., Xy -..)
un vector cualquiera de [, y sea ™= {(x, x,, ..., %, 0,0, ...).

Entonces, x'™ es una combinacién lineal de los vectores ¢, ...,
e, ¥ ||x"—x||—0 para n-—oc.
3. El espacio C{2 1, compuesto por funciones continuas reales
sobre [a, b], con el producto escalar
[
¢, ey="{1neg(dt (6)
a
representa también un espacio euclideo. Entre diferentes bases
ortogonales que se pueden sefialar en &, es de importancia prin-
cipal el sistema trigonométrico, compuesto por las funciones

1 2nt 2nt
(

5y COSAp—, SeA N g— nel, 2, ... (7)

La orfogonalidad de este sislema se comprueba direclamente.
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Si consideramos las funciones continuas sobre un segmento
de longitud 2n, digamos sobre {—mn, =], el sistema frigonomé.
trico correspondiente sera 1/2, cosnf, sennf (n=1, 2,...).

El sislema (7) es completo. En efecto, de acuerdo con el
teorema de Weierstrass, toda funcién ¢ continua sobre el seg-
mento [a, #], que toma valores iguales en los puntos a v b,
puede ser representada como limite de una sucesion uniforme-
menfe convergente de polinomios {rigonométricos, es decir, de
combinaciones lineales de elementos del sistema (7). Con mas

razon esta sucesién convergerd a ¢ segin la norma del espa-
cio Cf2 4. Si f es una funcién arbitraria de C{ 5, se puede

representarla como limite (segin la norma del espacio_C(3 5
i

\
\

\
)
1
&

FiG. 18

de una sucesién de funciones g, cada una de las cuales coincide
. f
con f en el segmento [a,b——”, es lineal en el segmento

[b—-ni. b} y toma en b el mismo valor que tiene en el punto

a (fig. 18). Por consiguiente, todo elemento de C{! 5 se puede
aproximar tanto como se quiera {en la métrica de este espacio)
mediante combinaciones lineales de elementos del sistema (7) y
esto demuestra precisamente su complitud.

3°, Existencia de bases ortogonales, ortogonalizacion. En la
parte que queda de este paragrafo, nos limitaremos a espacios
euclideos separables (esto es, a los provistos de un conjunto
numerable siempre denso). Cada uno de los espacios, sefialados
en el punto anterior, es separable (jdemuéstrese esto!). Un ejemiplo
de un espacio euclideo, en el que no existe un conjunto nume-
rable siempre denso, se puede construir de la siguiente manera.
Consideremos sobre el segmento [0, 1] todas las funciones
posibles x, para cada una de las cuales el conjunto de puntos
{y Ly, ..., donde ella es diferente de cero, es a lo sumo
numerable y la suma 3 x*(¢), tomada respecto a estos puntos,
es finita. Definamos en este espacio las operaciones de adicién y
multiplicacién por niimeros como las habituales adicién y multi-
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plicacién de funciones y el producto escalar de x por y, de la
siguiente marnera:

> )= x(t)y (L),

donde la suma se toma segin el conjunto de puntos f; tales que
x({;)y(#) 0. Proponemos al lector demostrar que en este espacio
nio existe ningin subconjunto numerable siempre denso.
Sea, pues, R un espacio euclideo separable. Demostremos que
todo sistema orfogonal de un tal espacio es a lo sumo numerable.
En efecto, sin perder generalidad podemos admitir que el sistema

{g.} no sélo es ortogonal, sino también normal (de Jo contra-

rio, podriamos sustituirlo por el sistema { }) . En este caso,

Pa
el
l9.—@,l=V 2 para =% p.

Consideremos el conjunio de bolas B [“rp,,, %) Estas bolas no

se intersecan. Si el conjunto numerable {i,} es siempre denso
en R, en cada una de estas bolas hay al menos un elemento
de {i,}. Entonces, el nimero de estas bolas (y, por consiguiente,
de los elementos ¢, también) es a lo sumo numerable.

Hemos sefialado una base ortogonal en cada uno de los
ejemplos expuestos de espacios euclideos. Demostremos ahora el
siguiente teorema general, analogo al teorema de existencia de
una base ortogonal en el espacio euclideo de n dimensiones.

TEOREMA | (sobre la ortogonalizacién). Sea
PO PO IR (8

un sistema linealmente independiente de elementos de un espuacio
euclideo R. Existe en R un sistema de elementos

(N TR g )
que satisface las siguientes condiciones:

1) el sistema (9) es orfogonal y normat;
2) todo elemento) ¢, es una combinacion lineal de los elementos

fl‘ Jr-:: AL | an:
P =8uf14 .. - FCfa

con a’nn’léo:

3) todo elemento [, se representa en la forma [, ==0,,9,+ ..
Hino® -i_brm(Pn’ dande b.rm # 0'

Todo elemento del sistema (9) queda deferminado por las con-
diciones 1), 2) y 3) univocamente, salvo un [actor -+ 1.




158 CAP. Il ESPACIOS LINEALES NORMADOS Y TOPOLOGICOS

DEMOSTRACION. Representemos el elemento ¢, en la forma
Py=a,f;
entonces, a,, sc delermina por la condicion
((pll tpl}:agl.(f:l! f1)= L,
I £ 1
de donde Oy o
b TV
Esta claro que ¢, se determina univocamente (salvo el signo).
Supongamos gue han sido construidos ya los elementos g, (k& << n)

que verifican las condiciones 1), 2} y 3). En este caso, se puede
representar f, en la forma

lfnm br!lqa_'l"f‘ L _:_ b.rx, n"l(pn"'l +hnl
donde (i 9,)=0 para k< n.

En efeclo, los cocficientes correspondientes &, y, por consiguiente,
el elemenio #, quedan determinados univocamente por las condi-
ciones

(hn’ q’k)zz(lrn_bn:q:l_ res "_b:r.n-l‘Pn'li [Pk) =
z(fm ‘pk)__bn.& [qlk' lP,_.}=0-
Es evidente que (#,, h,) > 0 (la suposicién (h,, h,)=0 estaria
en contradiccion con la independencia lineal del sistema (8)).

Pongamos
Ity

Y
De esta construccién inductiva se desprende que &, y, por consi-
guiente, también ¢, se expresan mediante f,, ..., f,. es decir,

1 .
P, = ,,,,F,+...+am,f,,, donde a",,:m:,éo. Ademas

(P @a)=1, (s ‘pk)"_—o (k< H),

fﬂ=bu1q;:l+ (R _{_bmxmu (brmﬂ] (h’n! hn)#:o)u

es decir, @, verifica las condiciones del teorema.

El paso del sistema (8) al sistema (9) que satisface las con-
diciones 1), 2} y 3) se llama proceso de oriogonalizacion.

Esta claro, que los subespacios generados por los sistemas
(8) v (Y) coinciden. De suerte que estos sistemnas son completos
o no lo son simultdneamente.

coroLARIO. En fodo espacio euclideo separable R existe una
base ortonormal,
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En efecto, sea ¥, $y, ..., P, ... un conjunto numerable
siempre denso en R. Escojamos de &l un sistema completo de
elementos linealmente independientes {f,}. Para ello bastara con
omitir de la sucesién {i,} todos aquellos elementos y, que pueden
representarse como una combinacién lineal de +; con i<k
Aplicando el proceso de ortogonalizacién al sistema completo de
elementos linealmente independientes obtenido de esta forma,
encontraremos la base ortonormal.

EJERCICIOS. 1. Dése un ejemplo de un espacio euclideo (no separable)
en el que no existe ninguna base ortogonal. Demuésirese que en un espacio
euclideo completo (no necesariamente separable) existe una base ortonormal.

2, Demuéstrese que en un espacio euclideo completo (po necesariamente
separable) foda sucesién de conjuntos encajados no vacios, convexos, ce-
rrados y acotados, tiene una inferseccibn no vacia (compérese con los efer-
cicios de las pdgs. 75 y 152).

4°, Desigunaldad de Bessel. Sistemas ortogonales cerrados.
Introduciendo en el espacio euclideo R* de n dimensiones una
base ortonormal e,, e,, ..., &, todo vector x€R" puede repre-
sentarse en la forma

X== 2‘,{ Cilpy (10)

donde
ck=(xi ek]' “1)

Veamos de qué forma puede generalizarse el desarrollo (10) al
caso de un espacio euclideo de dimensién infinita. Sea

Prr Par v vos Pur ons (12)

un sistema ortonormal en un espacio euclideo R y sea { un ele-
mento arbitraric de R. Pongamos en corresponidencia a tado
elemento f€ R la sucesion de ndmeros

cy=Lf, o). k=1, 2, .. 45 {13)

que llamaremos coordenadas o coeficientes de Fourier del elemento f
segan el sistema {@,}, y la serie (por ahora formal)

@cm, (14)

que llamaremos serie de Fourier del elemento [ segin el sistemma
ortogonal {g,}.

Surgen logicamente las siguientes pregunias: ¢converge la se-
rie (14), es decir, tiende a algiin limite (en el sentido de la
métrica del espacio R) la sucesion de sus sumas parciales? v si
converge ¢coincide su suma con el elemenio inicial f?
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Para responder a estas preguntas, consideremos primero cl
siguiente problema: para un n dado hay que escoger los coefi-

cientes a, (k=1, 2, ..., n) de manera que la dislancia entre f
v la suma
kd
§,= kgl G Fre (15)

sea minimal. Calculemos esta distancia. Como el sistema {12) es
orlonormal, tenemos

” ;-_S!I H? = (f-_ ? CLePes f_" gc‘g%) ==
=, D—2(f, Do)+ (}é; UP ;_g-l a;tp;)=

=If P —2 Beot Dot =P — Bet+ 3 (@—a)

Esta claro que esta expresion alcanza su minimo cuando el
illimo sumando es igual a 0, es decir, para

wps=ts Bl Dt (16}
En este caso,

HI=Silr=1FI— 3 ci a7

Hemos demosirado que para un a prescrito entre todas las
sumas de tipo (15) la de menor desviacion de fes la suma par-
cial de la serie de Fourier del elemento f. Geométricamente este
resultado se puede interpretar del siguiente modo. El elemento

n
f— 2 s
k=1
es orfogonal a todas las combinaciones lineales de tipo
n
2 B
k=1
es decir, es ortogonal al subespacio generado por los elementos
@1 Pos - - .+ @, cuando, y sélo cuando, se cumple la condicion

(16) (jcompruébese estol). Por consiguiente, el resuitado obtenido
representa una generalizacién del conocido teorema de la Geo-
metria Elemental: la longitud de la perpendicular bajada de un
punio dado a una recta o a un plano es menor que la longitud
de cualquier oblicua trazada por el mismo punio.
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Puesto que siempre ||f—S,[|? >0, de la igualdad (17) fluye que

a3

S

Agui n es arbitrario y el miembro dereche no depende de n; por
o

consiguiente, la serie 3 ¢} converge y
b=1

S i<l )
k=1
Esta desigualdad se llama desigualdad de Bessel. Geométricamente
significa lo siguienie; la suma de los cuadrados de las proyec-
ciones de un vector | sobre direcciones mutuamente ortogonales
no sobrepasa el cuadrado de la longitud del propio vecior f.
Introduzcamos el siguiente concepto importante.

perivicioN. Un sistema ortonormal (12) se llama cerrado, cuando
para cualquier f€ R se cumple la igualdad

S =l (19)
k=1
Hamada igualdad de Parseval.

De la identidad (17) se deduce que el sistema (12) es cerrado
si, y solo si, para todo f& R las sumas parciales de la serie de
Fourier )¢, convergen a f.

El concepto de un sistema ortonormal cerrado esta intimamente
ligado al concepio de un sistema completo intraducido anterior-
mente.

TeoRFMA 2. En un espacio euclideo separable R lodo sistema orlo-
|  normal complelo es cerrado y viceversa.

DEMOSTRACION. Sea el sistema {¢,} cerrado; entonces, cualquiera
que sea el elemento f€ R, la sucesién de las sumas parciales de
su serie de Fourier converge a f. Eslo significa que las combi-
naciones lineales de los elementos del sistema {¢,} son siempre
densas en R, es decir, que el sistema {¢,} es completo. Viceversa,
supongamos que el sistema {g,} es completo, esto es, iodo ele-
mento f€ R se puede aproximar con precisidon arbitraria mediante
combinaciones lineales

Ji!

; G Py
1

-
]

6 w2150
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de elementos del sistema {¢,}; la suma parcial
n
k@] CrPr

de la serie de Fourier de f da una aproximacién no menos exacta.
Por consiguiente, la serie

-]
b ChPy
k=1

converge a [ y tiene lugar la igualdad de Parseval.

En el punto anterior hemos demostrado la existencia de sis-
temas ortonormales completos en un espacio euclideo separable.
Como para los sistemas ortonormales los conceptos de sistema
cerrado y completo coinciden, la existencia en R de sistemas
ortonormales cerrados no necesita una nueva demostracion y los
ejemplos de sistemas ortonormales completos, sefialados en el
punto anterior, son al mismo tiempo, ejernplos de sistemas ce-
rrados.

En la exposicién anterior los sistemas ortogonales se suponian
normales. Se puede enunciar los conceptos de coeficientes de
Fourier, de serie de Fourier, etc., para cualesquiera sistemas orto-
gonales. Sea {g,} un sistema ortogonal arbitrario. A partir de él
podemos construir un sistema normal, compuesto por los ele-

mentos \p,,=ﬁ. Para todo f€R tenemos

s . 1 1 _— — 1
C,,—(f, ﬂ’n}—~J|%|‘(.f- ':pn) y ch‘pn—'z”q,””q’n—zanrrm
donde
o Ch :“- Pl
R T T T (20)

Los coeficientes a,, definidos mediante la férmula (20), se llaman
coeficientes de Fourier del elemento f segiin el sistema orlogonal
(no normal) {¢,}. Tomando en la desigualdad (18) en tugar de
¢, sus expresiones c,=a,| ¢,|, deducidas de (20), obtenemos

Sheulrar<ifie @
que representa la desigualdad de Bessel para [un sistema orfo-
gonal arbitrario.

5% Espacios euclideos completos. Teorema de Riesz— Fisher,
Comenzando desde el punto 3, hemos considerado espacios eucli-
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deos separables; desde este momento vamos a suponer, ademdés,
que los espacios considerados son completos.
Sea, pues, R un espacio euclideo separable completo y sea
@.; un sistema ortonormal en él (no necesariamente completo).
e la desigualdad de Bessel se deduce que para que los nimeros
€1y €av wuvy Ly ... representen los coeficientes de Fourier de un
elemento x € R es necesario que ]la serie

e
|
converja. Resuita que en un espacio completo esta condicién no

s6lo es necesaria, sino también suficiente, Tiene lugar el siguien-
te teorema.

"TroREMA™3 (Riesz—Fisher). Sea’ {g,} un sistema ortonormal arbi-
trario en un espacio euclideo completo R y sean los niimeros

OyiCinens B s
fales que la serie

Sa (22)
=1
converge. Entonces, existe un elemento f€ R tal que]

":k={JF v rp.t)

n
>
2=, H=If
k=1
DEMOSTRACION. Pongamos

n
fa= kgl CyPge
Entonces,

H+p
" fii -Hr_fn |P= ”C;;-H‘-Pn-l-l 'Ji_ A +cn+p¢n+p'|.nﬂ = &_%lf-‘ii

como la serie (22} converge, de aqui se deduce, en virtud de la
complitud de R, la ccnvergencia de la sucesion {f,} a un ele-
mento fER. Ademas,

{f' ‘Pl'}=(.fm [P()+(.f—rm "-P.'}- (23}
dende el primer sumardo del miembro derecho es igual a ¢, para
nZzxi, mientras que el segundo sumando tiende a cero para
n--00, ya que
P
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El miembro izquierdo de la igualdad (23) no depende de n: por
eso, pasando al limite para n —oo, obtenemos

(f, ®)=c:-
De acuerdo con la definicién de f,

% b |f—f.ll -0 para n —oo
r eso

8

ek =(f. D

E=1

En efecto,
(f _agickq)"" f— gjf»%) ={f, h— kglci -0

para n—oo. El feorema queda demostrado.
Demostremos, para concluir, el siguiente teorema dtil.

TEOREMA. ' Pgra que un’ sistema ortonormal {g,} de un espa-
cio euclideo separable complefo sza complelo es necesario y su-
ficiente que en R no exista ningdn elemento diferente de cero
que sea orfogonal a todos los elementos del sistema {p.}.

DEMOSTRAGION. Sea {p,} un sistema completo y por consiguiente,
cerrado. Si f es ortogonal a todos los elementos del sistema {9,},
todos sus coeficientes de Fourier se anulan. Enioaces, de la
igualdad de Parseval obtenemos

¢ =3 =0,
k=1

es decir, f=0.
Viceversa, supongamos que el sistema {p,} no es completo,
esto es, existe en R un elemento g==0 tal que

@ 8> :?, ¢t (donde ¢y =(g, )

Entonces, de acuerdo con lel teorema de Riesz—Fisher, existe
un elemento f€R tal que

G o =ce (1 D=2 ct

El elemenio f—g es oriogonal a todos los ¢, De la desi-
gualdad

. f1=é]1 4< (@ )

se desprende que’f—g=0.3E| teorema queda demostrado.
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EJERCICIOS. !. Sea H un espacio euclideo completo (no necesariamente
separable); entonces existe en ¢l un sistema ortonormal completo {@,} (vé-
ase el ejercicio de la pég. 159). Demuésirese que para todo vector H
tienen lugar los desarrollos

=30 9@ IFF= 1 @)1

donde las sumas que figuran a la derecha tienen a lo sumo un nimero
numerable de sumandos diferentes de 0.

2. Un sistema {,} de vectores de un espacio euclideo R se llama fo-
fal, cuando en R no exislen elementos diferentes de 0 ortogonales a todos
tos {p,}. El ieorema 4 significa que en un espacio euclideo completo la tota-
tidad es equivalente & la complitud. Demuéstrese qué en los espacios no
completos pueden existir sistemas totales, pero no completos.

6°. Espacio de Hilbert. Teorema sobre el isomorfismo. Con-
tinuemos la consideracion de espacios euclideos completos. Nos
interesaran, al igual que antes, los espacios de dimension infinita
y no de dimension finita que se describen completamentie en los
cursos del Algebra lineal. Al igual que antes, admitiremos la
existencia de un conjunto numerable siempre denso en los espa-
cios considerados. IntroduZcamos la siguiente definicion.

pEpjnicion, Un espacio euclideo separable completo de dimension
infinita se llama espacio de Hilbert V. Es decir, un espacio de
Hilbert es un conjunto H de elementos f, g, ... de natura-
leza arbitraria que verifica las siguientes condiciones:

1. H es un espacio euclideo (es decir, un espacio lineal con
un producto escalar definido en él).

11. El espacio H es completo en el sentido de ja métrica
e, @)=|f—gl. O

II1. El espacio H es de dimensién infinita, esto es, cual-
guiera que sea n se puede encontrar en él n elementos lineal-
mente independientes.

IV. H es separable, esto es, existe en &l un conjunto nume-
rable siempre denso.

Como ejemplo de un espacio de Hilbert podemos indicar el
espacio real [,.

Recordemos que dos espacios ecuclideos R y R* se llaman
isomorfos, cuando se puede establecer entre sus elementos una
correspondencia biunivoca de manera que si

XX, yeu,

(x, yER; x*, y"€R*), se tiene

1* Por el apellido del famoso mateméatico aleman David Hilbert (1862—
1943} que inirodujo este concepto.
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x+y e Xyt

ax e ox®

Y
(x, y)={a."', b”}-

En ofras palabras, un isomorfismo de espacios euclideos es
una correspondencia biuniveca que conserva tanto las opera-
ciones lineales, definidas en estos espacios, como el producto
escalar.

Como se sabe, dos espacios euclideos arbitrarios de n dimen-
siones son isomorfos y, por consiguiente, cualquier espacio de
este tipo es isomorio al espacio de coordenadas R" (ejemplo 1).
Los espacios euclideos de infinita dimensién no son necesaria-
mente isomorfos entre si. Por ejemplo, los espacios !, y C?
no son 1somorios. Esto se ve, por ejemplo, de que el primero
de ellos es completo y el segundo no lo es.

Sin embargo, tiene lugar el siguiente teorema.

TEOREMA 5. Dos espacios de Hilbert cualesquiera_son isomorfos.

DEMOSTRACION. Probemos que fodo espacio de Hilbert H es iso-
morfo a /,. Con esto quedard demostrada la afirmacién del teo-
rema. Escojamos en H un sistema ortonormal completo arbi-
trario {g,} y pongamos en correspondencia a todo elemento f€ ff
el conjunto’ ¢, ¢, ..., ¢y ... de sus coeficientes de Fourier
segiin este sistema. Puesto que ¢t <o, la sucesién (¢, €, .. .,
eevr €y ...) es un elemento de [,. Viceversa, en virtud del
teorema de Riesz—Fisher, a todo elemento (¢,, ¢;, ..., ¢, ...}
de 1, le corresponde un elemento f€ H para el cual los numeros
€4 €y -oo1 €y ... son sus coeficientes de Fourier. La corres-
pondencia establecida entre los elementos de H y [, es biuni-
vyoca. Ademas, si

fil)H (c:il’ C;!.)’ - c}‘l]’ . _)
¥
froE® o ...l o
tenemos
lf(:ll + f{ﬂ} — {L‘;’" + Ciﬂ' ccgn + cfnl’l S C,:,” _l._ (‘1:12)- iy “]
¥

BFD e (oD, ke®, ..., keD, L..),

es decir, la suma se transforma en suma y el producto por un
nimero, en el producto del elemento correspondiente por el
mismo numero. Finalmente, de la igualdad de Parseval se sigue
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que

(fm. Ifm)zng“l CL"C},”- {24)
En efecto, de

(7, ) =Sy, (9, )= 3 ()
¥
(fil] B fl'&l' ftu +,fl'a)) — (fm, f{nJ + 9 U{n’ fml) + (er, fts)} i

=2 e =)+ 2B el o + X (e

se deduce (24). De esta forma, la correspondencia que hemos
establecido entre los elementos de los espacios H y [, es efec-
tivamente un isomorfismo; el teorema queda demostrado.

El teorema demostrado significa que, salvo un isomorfismo,
existe s6lo un espacio de Hilbert (es decir, que el sistena de
axiomas 1, [[, 111 y IV es completo) y que el espacio {, puede
considerarse como su «realizacion en coordenadasr, de la misma
forma que e} espacio de coordenadas de n dimensiones con el

3
producto escalar 2 x;y; representa la realizacién en coordenadas

i=1

del espacio euclideo de n dimensiones definido axiomaticamente.

Otra realizacién del espacio de Hilbert 1a podemos obtener to-
mando el espacio funcional Cfo, 5y ¥y considerando su completa-
cion. En efecto, es facil ver que la completacion R* de todo
espacio euclideo R (en el sentido en el que hemos definido la
completacién de un espacio métrico en el § 3 del capitulo II})
se convierte en un espacio euclideo lineal, si las operaciones
lineales y el producto escalar se definen en él prolongéndolas
por continuidad del espacio RcR*, es decir, tomando

xy=lim (2, +g,), ox= limox,
L N~

(xt §)= lin (X", yn)

donde x,—x e y,— Y, X, U, €R. (Es fdcil ver que estos Ii-
mites existen y no dependen de cdmo se escojan las sucesiones
{x,} e {y,}). Entonces, la completacién del cspacio Cis v sera
un espacio cuclideo completo y, evidentemente, separable y de
dimensién infinita, es decir, serd un espacio de Hilbert. En el
capitulo VII volveremos a tratar este tema y demosiraremos
que los elementos que se deben agregar a Cla, s para obtener un
espacio completo, también se pueden representar como funciones,
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pero ya discontinuas (més precisamente, como funciones de cua-
drado integrable en el sentido de Lebesgue).

7°. Subespacios, complementos ortogonales, suma directa.
De acuerdo con las definiciones generales del § 3, llamaremos
variedad lineal en un espacio de Hilbert H a iodo conjunto L
de elementos de H tal que, si f, geH, también af-|-pgel
cualesquiera que sean los ndmeros «w y . Una variedad lineal
cerrada se llamara subespacio.
b Veamos algunos ejemplos de subespacios del espacio de Hil-
ert.

1. Sea h un elemento arbitrario de H. El conjunto de todos
los elementos f€ H ortogonales a i constituye un subespacio de H.

2. Supongamos que Ff estid realizado mediante I,, es decir,
que sus elementos son las sucesiones (x,, X,, ..., %, ...) fales
que ¥ xf <co., Los elementos que verifican la condicién x, =ux,
forman un subespacio.

3. Supongamos de nuevo que H estd realizado mediante {,.

Los elementos x =(x,, x,, ...%,, ...) para los cuales x,=0 cuando
n=2, 4, 6, ... (mientras que x, son arbifrarios para n=1, 3,
5, ...) forman un subespacio.

Recomendamos al lector comprobar que los conjuntos de vee-
tores de los ejemplos 1, 2 y 3 son efectivamente subespacios.

Todo subespacio de un espacio de Hilbert o bien es un es-
pacio euclideo de dimensién finita o bien represenita un espacio
de Hilbert. En efecto, la validez de los axiomas I, I y III
para cualquiera de estos subespacios es evidente, y la validez
del axioma IV se deduce del siguiente lema.

LEMA. De la existencia de un conjunto numerable siempre denso
en un espacio métrico R se deduce la existencia de un conjunto
numerable siempre denso en cualquier subconfunto suyo R'.

DEMOSTRACION. Sea
Eiv B ooy B oo
un conjunto numerable siempre denso en R y sea
a,= inf p(E, n).
neER’
Para cualesquiera n y m naturales existe un punto n,, ,€R’
tal que

1
P (gm Ya, m) < Gy =

Seae)ﬂy%l<-§~: para todo n€ R’ existe un n tal que
P W< 5
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y, por consiguiente,
[ & e __ 2
p(ﬁm e, m) <an+; <?+§=€-

pero, entonces, p(¥, W, .) <e, es decir, el conjunto {n,,.J
{n, m==1, 2 ...), a lo sumo numerable, es siempre denso en R".

Los subespacios del espacio de Hilbert poseen propiedades
especificas (que no tienen lugar para los subespacios de un es-
pacio normado arbitrario). Estas propiedades estan relacionadas
con la existencia en el espacio de Hilbert del producto escalar
y del concepto de ortogonalidad, correspondiente a éste.

Aplicando el proceso de ortogonalizacién a una sucesién nu-
merable siempre densa de elementos de un subespacio cualquiera
del espacio de Hilbert, obtenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 6. En fodo subespacio M del espacio H existe un sistema
| ortonormal {g,} tal que su oadherencia lineal coincide con M,

Sea M un subespacio del espacio de Hilbert H. Denotemos

mediante
M = HEoM

el conjunto de elementos g € H orfogonales a todos los elementos
[€M y demostremos que M’ es también un subespacio del es-
pacio H. La linealidad de M’ es obvia, ya que de (g, f}=
=(g, /=0 fiuye (g, +,g,, f)=0. Para demostrar que es
cerrado, admitamos que los elementos g, pertenecen a M’ y con-
vergen a g. Entonces, para todo f& M tenemos

(g, f)= lim (g, H=0

y por eso g fambién pertenece a M’.

El subespacio M’ se llama complemento orfogonal del subes-
pacio M.

Del teorema 6 se deduce facilmentie que:

TEOREMA 7. Si M es un subespacio lineal cerrado del espacio H,
todo elemento fe€ H se puede represenfar de manera dnica en
la forma f=h+hk, donde heM y ' e M'.

NEMOSTRACION. Demostremos primero que existe esta descompo-
sicién. Para ello escojamos en M un sistema ortonormal com-
pleto {g,} y pongamos
o
Y
h=3 ¢,%u ca=(f\ 9u)-

fi=1

Puesto que (debido a la desigualdad de Bessel) la serie

/i3

e

7=\
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converge, el elemento /i existe y pertenece a M. Tomemos
h=f_h

Es evidente que para todo n
#, 9,)=0

, como cualquier elemento de M se puede representar en a

orma
gﬂzaﬂgu‘
tenemos para LEM

@, 0= 3 a,(, ¢.)=0,

es decir, A’ € M.
Supongamos ahora que ademés de la descomposicién obtenida
f=h-h' existe otra descomposicion

f=k1+h:. h:EM- heM.
Entlonces, tenemos para cualquier n
(s, P =, Pu)=0y
y de aqui se deduce que
hy=h, hj="F.
Del teorema 7 fluye el siguiente corolario.

corROLARIO V. El complemento ortogonal del complemento oriogonal
| de un subespacio lineal cerrado M coincide con M.

De esta forma resulta posible hablar de subespacios recipro-
camente complementarios del espacio H. Si M y M’ son dos
subespacios reciprocamente complementarios y si {g,} y {@z} son
dos sistemas ortogonales completos (de M y de M’, respectiva-
mente), la unién de estos sistemas {@,} y {g;} ofrece un sistema
orfogonal completo de todo el espacio H. Por eso, tiene lugar
el siguienie corolario.

coroLario 2. Todo sistema orfonormal puede ser extendido a un
sistema completo de H.

Siendo el sisterna {g,} finito, el niimero de eiementos que lo
componen coincide con la dimensién del subespacio M generado
por {¢,} ¥y con la codimension del subespacio M’. Obtenemos, de
esta forma, el slguiente corolario.

COROLARIO 3. El complemento orfogonal a un subespacio de dimen-
| sion finita n tiene codimensién n y viceversa.
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Si todo vector f€ H es representado en la forma f=h-+#',
heM, i €M’ (donde M’ es el complemento ortogonal de M),
se dice que H es la suma directa de los espacios reciprocamen
ortogonales Mjy M’ y se escribe

H = M®M'.

Esta claro que el concepto de suma directa se puede generalizar
inmediatamente a un nimero finito cualquiera o, incluso, a un
nimero numerable de subespacios; a saber, se dice que H esla
suma directa de sus subespacios M,,-M,, ..., M, ...

2H=M1F.®Ms@ @va,@ UL )

cuando

1) los subespacios M; son lortogonales dos a dos, es decir,
todo vector de M; es ortogonal a cualquier vector de M, para
is= R
2) todo elemento f€ H se puede representar en la forma

Fehydbyd oAbt ooy B € My

con la particularidad de que, si el nimero de subespacios M,
es infinito, la serie X j#, || converge. Es facil probar, que si
existe esta representacion del elemento f, ella es fnica y que

1712 = 2w 2

Junto¥a la suma directa de subespacios, se puede considerar
la suma directa de un nimero finito o numerable de espacios
arbitrarios de Hilbert. Si H, y H, son dos espacios de Hilbert,
la suma directa de elios se define del siguiente modo: los
elementos de A son todos los pares (h,, h,), donde h € H,
h, € H,, y el producto escalar de dos de estos pares es igual a

(e ha)s (B, Ba))=(hae D)+ (Byy Pa).

El espacio H contiene, evidentemente, los subespacios recipro-
camente orfogonales, compuestos por pares de tipo (h,, 0) y (0, h,)
respectivamente; el primero de ellos puede ser identificado de
un modo natural con el espacio H,, y el segundo, con el espa-
cio H,.

Analogamente se define la suma de un nimero finito cual-
quiera de espacios. La suma H=¥(PH, de un nimero nume-
rable de espacios H,, H,, ..., H, ... se define asi: los ele-
mentos del espacio H son todas las sucesiones de tipo

Bl Wi s s sy S EHL

tales que
2l Aa{* < oo
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El producto escalar (&, g) de los elementos o y g de H es igual a

2 (hn' gu}'

8°. Propiedad caracteristica de los espacios euclideos. Analice-
mos &) siguiente problema. Sea R un espacio normado. ¢Cuéies
son las condiciones adicionales que debe verificar la norma,
definida en R, para que el espacio R sea euclideo, estoes, para
que la norma en &l se determine por un producto escalar? En
otras palabras, ¢qué es lo que caracteriza los espacios euclideos
dentro de la clase de espacios normados? Esta caracteristica
viene dada por el siguiente feorema.

TEOREMA 8. Para gue un espacio normado R sea euclideo es ne-
cesario y suficiente que para cualesquicra dos elementos [ y g
de él se cumpla la igualdad

Mi+-gl?-FIF—gll>=2q1FI*+llel (25)

! Puesto que f+g y f—g son las diagonales del paralelogramo
consiruido sobre los lados f y g, la igualdad (25) expresa la
conocida propiedad de paralelogramo en un espacio euclideo:
la suma de los cuadrados de las diagonales de un paralelogramo
es igual a la suma de los cuadrados de sus lados. Por consiguien-
te, la necesidad de esta condicién es obvia. Demostremos que
es suficiente. Tomemos

¢, &=~ (If+glF—]i—gl® (26)

y probemos que, si se cumple la igualdad (25), la funcién (26)
satisface todos los axiomas del producto escalar. Puesto que para
f=g tenemos

¢ D=(hem—i—fm=171. @7)

ésta serd precisamente aquel producto escalar que induce en el
espacio R la norma definida en &l
Ante tedo, se ve inmediatamente de (26) que

(f! g}‘_—' (gr f).

es decir, se cumple la condicién 1) de la definicién del producto
escalar. Ademds, se cumple también, en virtud de (27), la con-
dicién 4) de esta' definicién. Para demostrar la condicién 2) con-
sideremos la siguiente funcién de tres vectores

®{f, & b=4[F+& H—F BH—@ ml.
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es decir,

® (f, g W=|f+g+rlt—lf+e—r"— 4f+hll’+
I f—rlp—llg+ 1" +Ile—HIP (28)

y de moutremos que es |igual idénticamente a cero. De acuerdo
cen (25), tenemos

f+egxhlr=2|f=hlP+2lglP—I/ =h—gl

Sustituyendo las correspondientes expresiones en @(f, g k), en-
contramos

@ (f, & Wy=—]|f+hr— ﬁj \f ~=f—g
+7 kP -—hi—llg+r‘lll'+lig ~h|p. (29)

Tcmando la suma media de (28} y (29), tenemos
O, & W= (lg+r+IP+|g-+r—Fi)—
— 3 (lg—h+ilo+lg—h—FI)—ll g+ [+l g—hIF-
El primer paréntesis, en virtud de (25), es igual a
llg+alF+IFI
—! g+ AE—FIP
@(f, g, B=0.
Consideremos ahora, para cualesquiera f y g fijos, 1a funcién
¢ (@)=, g—c(f, 8-
De (26) se deduce inmediatamente que
¢ =1 (lglr—lgl)=0;

ademas, ¢(—1)=0, ya que (—f, gy=-~{(f, g). Por eso para
cualquier n entero
(nf, gy=(signn(i+ .. +f), g)=signnl(f, g

A g)]—lniSIgn n(f o=n( gh

es decir, gp(n)=0. Para p y g enteros y g+=0,

P =l =Lg(lf o)=L
(?f. g)wp(;f. g)wq q(qf. g)—q (f. gh
es decir, @(c)=0 para todo ¢ racional; como la funcién: @ es
B
continua,

y el segundo, a

Es decir,

@ (c)=0.
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Hemos demostrado con esto que la funcidn (f, g) posee todas
las propicdades del producto escalar.

Ejemplos. 1. Consideremos el espacio n-dimensional R% en el
que la norma se define por la férmula

ltp={ S % ¥)”.

Para p>=1 se cumplen todos los axiomas de la norma; sin

embargo, R} serd un espacio euclideo sélo cuando p=2. En
efecto, consideremos en R% dos vectores

f=(,1,0,0, ..., 0)

g=(1, —1,0,0, ..., O}
tenemos

f+g=({2 00, ..., 0,

f—e=(0,2 0, ..., 0),
de donde

1
Iflle=lel,=2 °, If +&l,=lF—gll,=2
es decir, la identidad del paralelogramo (25) no se cumple para

2. Consideremos el espacio de funciones continuas sobre el

segimento [0. %} Pongamos
f(ty=cost, g(f)=sent.
Tenemos
Hli=1 {lgli=1
y —
[[f+gll= max |cost+seni|=V7;
1<ict
If—gll= max [cosi—senf|=1.
bctal

De aqui se ve que
17 +elr+if—glit =271+ g l?)-
Por consiguiente, la norma del espacio C[O = ] no puede ser
rT
definida mediante ningin producto escalar. Es fécil ver que el

espacio C(o, 5 de funciones continuas sobre cualquier segmento
{a, b] tampoco es un espacio euclideo.
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9°. Espacios euclideos complejos. Junto al espacio real se
puede introducir también el espacio euclideo complejo (esto es,
el espacio lineal complejo con producto escalar). Pero en el caso
complejo resulta preciso modificar los axiomas mediante los
cuales se define el producto escalar en el caso real, ya que los
axiomas 1), 2}, 3) y 4), enunciados al principio de este paragrafo,
no pueden cumplirse simultineamente en un espacio complejo.
En efecto, de 1) y 3) se deduce

(0, dx)=122(x, %),
de donde obtenemos para A=i
(ix, ix)=-—{x, x),

es decir, los cuadrados escalares de los vectores x e ix no pueden
ser positivos al mismo tiempo. En otras palabras, los axiomas
1) y 3) son incompatibles con el axioma 4). Por eso, definire-
mos el producto escalar en un espacio complejo como una fun-

cion (x, y) numérica (de valores complejos) de dos vectores que
verifica las siguientes condiciones:

1} (x, gy=1(y, %),

2) {x, y)=1r(x, y),

3) (x4 %, @) =1(x, 9)+(xa ¥

4) (x, ) =0 y, ademas, (x, x) >0 cuando x==0.
(Por consiguiente, modificamos el primer axioma conse_r\'ando
los tres restantes). De 1) y 2) se deduce que (x, Ry)=54(x, ).
En efecto,

(%, M)=CQy, D)=10{y, x)="(x, ).
Un ejemplo bien conocido de un espacio euclideo complejo de n
dimensiones es el espacio lineal C” (§ 1, ejemplo 2), en el que
el produclo escalar de los elementos
X=(hyy Xpo ovon X)€@ Y= Yoo -y Y)

se define por

(x y)=:§| Xy

Como se sabe, todo espacio euclideo complejo de dimensién n
es isomorfo a este espacio.

Como ejemplos de espacios euclideos complejos de dimension
infinita pueden servir:
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1) el espacio complejo I, cuyos elementos son sucesiones de
nimeros complejos
xR X v Xy ey

que verifican la condicién

L3
31l < o,

y en el que el producto escalar se tdefine mediante la férmula

X = “% _‘,
(x, 1) n;‘x.,y,,

2) el espacio C*q, 5 de funciones de valores complejos conti-
nuas sobre el segmento [a, 6] con el producto escalar

b
. o= fwe®a.

En un espacio euclideo complejo la longitud (norma) de un vector
se define, al igual que en el caso real, mediante la férmula

Nl =V { 0
El concepto de angulo entre vectores en el caso complejo no se
introduce, ya que la magnitud :”"_ﬂ)y" es, en general, compleja

y puede no ser el coseno de ningin angulo real; no obstante,
se conserva el concepto de ortogonalidad: los elementos x e g se

llaman reciprocamente ortogonales cuando (¥, yy=0.
Si {g,} es un sistema ortogonal de un espacio euclideo com-
plejo Ry f es un elemento arbitrario de R, los niimeros

1
ﬂu—m{.ﬂ Pn)
se llaman, al igual que en el caso real, coeficientes de Fourier
y la serie
24, b

serie de Fourier del elemento f segiin el sistema ortogonal [¢,].
Tiene lugar la desigualdad de Bessel

Z:‘Hlpults|anlné-.(fi f}‘

En particular, si el sistema [g,] es ortonormal, los coeficientes
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de Fourier segiin este sistema se definen mediante las férmulas
cn=1{fs P
y la desigualdad de Bessel toma la forma

Slel<d .

Un espacio euclideo complejo separable y completo de dimension
infinita se llama espacio complejo de Hilbert. En el caso
complejo subsiste el teorema sobre el isomorfismo de los espacios
de Hilbert:

TEOREMA, 9. Todos los espacios complejos de Hilbert son isomorfos
| entre si.

La realizacion mas sencilla de un espacio complejo de Hil-
bert es el espacio complejo £,. En el capitulo VII veremos otra
realizacion, de carédcter funcional, del espacio complejo de Hil-
bert.

Proponemos al lector comprobar que todos los teoremas
demostrados anteriormente para los espacios reales euclideos
y de Hilbert, son vélidos (con modificaciones insignificantes,
debidas a la complejidad del producto escalar) también para
los espacios complejos euclideos y de Hilbert.

§ 5. ESPACIOS TOPOLOGICOS LINEALES

1°. Definicion y ejemplos. La definicion de la norma es solo
una de las formas posibles de introducir una topologia en un
espacio lineal. El desarrollo de ramas del Anélisis Funcional
como la teoria de funciones generalizadas (irataremos de ellas
en el capitulo siguiente) ha demostrado que en muchos casos
conviene considerar espacios lineales con una topologia definida
no mediante 1a norma, sino de alguna otra manera.

pEFINICION. Un conjunto E se llama espacio topoldgico lineal,
cuando

I. E representa un espacio lineal (con la multiplicacién de
elementos por nfimeros reales o complejos);

11. E es un espacio topoldgico;

IT1. las operaciones de adicidn y multiplicacién por niimeros
en E son continuas respecto a la topologia existente en E. Mas
detalladamente 1a 0ltima condicién significa lo siguiente:

1) si z,=x,+}y, para loda vecindad U del punlo z, se
pueden indicar vecindades V y W de los punlos x, e g, iales
que x+ye€U para x€V, yeW;
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2) sl moXy=y,, para toda vecindad U del Bunto Y, exisle una
vecindad V del punto x, y un nimero & >0 tales que axeU
para [o,—al <e y xeV.

De la relacién, existente en un espacio topoldgico lineal entre
las operaciones algebraicas y la topologia, se deduce que la to-
pologia en este espacio queda tolalmente determinada al dar el
sistema de vecindades del cero. En efecto, sea x un punto
de un espacio topolégico E y sea U una vecindad del cero en E.
Entonces, U 4-x, esto es, la «fraslacién» de esta vecindad
paralelamente a x, es una vecindad del punto x; esevidente, que toda
vecindad de cualguier punto x € E puede obtenerse de esta forma.

De la continuidad, en un espacio topolégico lineal E, de
las operaciones de adicion y multiplicacién por nameros, resultan
inmediatamente las siguientes afirmaciones.

1) Si ¥ y V son conjuntos abiertos de E, el conjunio &4V
(es decir, la totalidad de elementos de tipo x4y, x€U, y€V)
¢s abierto.

9) Si U es abierto, el conjunto U (es decir, la totalidad de
elementos de tipo %x, x€U) es también abierto para todo A==0.

3) Si F=E es cerrado, ¢l conjunto AF es también cerrado
para fodo A.

Ejemplos. 1. Ante todo, son espacios topologicos lineales
todos los espacios normados. En efecto, de las propiedades de
la norma se deduce inmediatamente que las operaciones de adicién de
vectores ¥ multiplicacién deéstos por niimerosson, en unespacio
normado, continuas respecto a aquella topologia que induce en
él la norma.

2. En el espacio R= de todas las sucesiones numeéricas
X={Xy, X3 ..., Xn ...) definamos el sistema de vecindades del
cero como sigue: cada una de estas vecindades U(k,, ..., k; 2)
se define por los nimeros enteros &y, ..., k. y el nimero &0
y consta de todos los x€ R® que verifican las condiciones:

ol <e i=1,2, ..., 1.

(El espacio R* puede ser tanto real como complejo).

3. Sea K4, 1 €l espacio de funciones indefinidamente diferen-
ciables?) sobre el segmento [a, b]. Definamos la topologia en
Ko, » por medio del siguiente sisiema de vecindades del cero.
Cada una de estas vecindades Um,. se determina por el niimero
m y por ¢l nimero £>>0 y consta de todas las funciones ¢
que verifican las desigualdades

oW (x)|<e, k=0,1,2, ..., m,
donde @™ es la derivada de orden % de Ja funcion ¢.

1 Eg decir, de funciones que tienen derivadas de todos los drdenes.
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E! hecho de que en un espacio lineal topoldgico la topolo-
gla esté relacionada con las operaciones lineales definidas er
el, impone limitaciones bastante rigidas a su topologia. Resulta
que fodo espacio fopoldgico lineal verifica el asi lamado axiomc
de separabilidad T, esto es, que cualquier vecindad U de ur
punto arbitrario x contiene una vecindad menor W del mismc
punto gue junto con su adherencia pertenece a U.

Para demostrar esia proposicion basta considerar las vecin
dades del cero. Sea U una vecindad cualquiera del cero. Bebidc
a la continuidad en E de la operaciéon de sustraccién, existiri
una vecindad W del cero tal que W —WcU. Probemos que l¢
adherencia de Ja vecindad W estd contenida en U. Sea ye[ﬂg
En este caso toda vecindad dei punto y, en particular y--
contiene un punto de W. Por consiguiente, existe un punto ze W
tal que y+2z€W, es decir, yeW —Wcl, que es lo que s
afirmaba.

Un espacio topolégico lineal se llama separable, cuando veri
fica el axioma de separabilidad T,, esto es, cuando iodo sub
conjunto suyo compuesto de un punto resulta cerrado; es evidente
que un espacio es separable cuando, y sdlo cuando, la intersec
cion de {odas las vecindades del cero no contiene elemento:
diferentes de cero. Los espacios topoldgicos que verifican lo
axiomas de separabilidad T, y T, suelen llamarse regulares; dt
lo demostrado en el parrafo anterior se deduce que un espacic
fopologico lineal separable es regular.

En los espacios normados desempefia un papel importante
el concepto de conjunto acotado. Aunque este concepto se intro
duce alli mediante la norma, puede ser, claro estd, enunciadc
también para los espacios topoldgicos lineales arbitrarios.

Un conjunto M, situado en un espacio topoldgico lineal E
se llama acofado, cuando para foda vecindad U/ del cero exisfc
un n >0 tal que nUo M.

Esta claro que en el caso de los espacios normados este con
cepto de acotacién coincide con la acotacidn segin la norma (e
decir, con la posibilidad de situar el conjunto dade dentro de
una tola ||x||<CR). Un espacio E se llama localmente acotado
cuando exisie en &l al menos un conjunto acotado abierto nc
vacio. Todo espacio normado es lccalmente acotado. Come
ejemplo de un espacio que no es localmenic acotado, pueds
servir e] espacio R=, sefialado en el efemplo 2 (jdemuéstrese estol)

EJERCICIO. Sea E un espacio fopoldgico lineal; demudstrese la validez di
las afirmaciones siguientes:

(a) un conjuntoc McCE es acolado si, y s6lo si, cualesquiera que seat
la sucesidn {x;}cM y la sucesion {e,,} c{e nimeros positives, convergent
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a 0, la sucesion {e,x,} también converge a ceroj
(b) si {xp}pe,CE ¥ %p—»x, el conjunto {x,} es acotado;

(c) si E es localmente acotado, en & se cumple el primer faxioma de
numerabilidad.

2°, Convexidad local. Los espacios topoldgicos lineales arbi-
trarios pueden tener propiedades muy diferentes de las propieda-
des habifuales de los espacios euclideos o normados. Una clase
imporiante de espacios, mas generales que los normados, pero
en los que subsisten muchas propiedades de los ultimos, la for-
man los asi llamados espacios localmente convexos.

periNIcion. Un espacio topolégico lineal E se llama localmente
convexe, cuando iodo conjunto abierto no vacio de &l contiene
un subconjunto abierto convexo no vacio.

Observemos que, si el espacio E es locaimente convexo, para
lodo punto x€E y toda vecindad suya U existird una vecindad
convexa del cero V tal que xeVcU. En efecto, basta compro-
bar la validez de esta afirmacién para el punto x=0. Sea U
cualquier vecindad del cero. Existe una vecindad del cero V ial
que V—VecU. Como E es localmente convexo, existe un con-
junto abierto convexo no vacio V'=V; sea y&V’; entonces,
V'—y es una vecindad convexa del cero contenida en U.

Todo espacioc normado es localmente convexo. En efecto,
todo conjunto abierto no vacio de &l contiene una bola abierta.
De esta forma, todo espacio normado es localmente acotado
y localmente convexo. Se puede demostrar que la clase formada
por espacios con estas dos propiedades se reduce, de hecho,
a los espacios normados. Con mas precisién: un espacio lineal
topolégico E se llamard normable, cuando la topologia exis-
tente en E puede definirse mediante una norma; tiene lugar
el siguiente teorema: fodo espacio topolégico lineal separable,
localmente convexo y localmente acotado, es normable.

EJERCICIOS. 1. Demuestrese que un conjunto abierto U/ de un espacio topo-
légico lineal es convexo si, y slo si, U4-U=2U.

¢ 2. 8a E un espacio lineal; un conjunto UcE se llama siméirico,
cuande x@U. implica —x €U, Sea 43 la familia de todos los subconjuntos
simétricos convexos del espacio E coincidentes con su nicleo (véase el § 2).
Demuéstrese Ia validez de las afirmaciones siguientes.

(a) La familia "3 es ‘un' sistema delerminante de vecindades del cero
respecto a una topologia separable y localmente convexa del espacio E (esta
topologia se llama convexa nuclear).

(b) La topologia. convexa nuclear es la mas fuerte de las lopologias
localmente convexas compatibles con las operaciones lineales en E.
~{c) Toda funcional lineal sobre E es continua respecto a una topologia
convexa nuclear. : I



§ 5. ESPACIOS TOPOLOGICOS LINEALES 181

3°, Espacios normados numerables. Una clase de espacios
topoldgicos lineales muy importante para el Anélisis resulta ser
la clase de los asi llamados espacios normados numerables. Para
poder dar la definicién correspondiente necesitamos de un con-
cepto auxiliar,

Supongamos que en un espacio lineal E se han introducido
dos normas ||-|, v Il-l.- Se llaman compatibles, cuando toda
sucesion {x,) de g. fundamental respecto a cada una de estas
normas y convergente a un limite x € E respecto a una de ellas,
converge al mismo limite x respecto a la segunda norma.

Se dice que la norma |||, es no mds débil que |g|,. cuando exisie upa
constante ¢ > 0 tal que || x|, ;chg para fodo x€E.

Si ia ‘:rimera norma es no méas debil -cIue la segunda y - ésta; no mds
débil que la primera, esias dos normas se llaman equivalenfes. Dos normas
se llaman comparables, cuando una de ellas es no més débil que la ofra.

periNicioN, Un espacio normado numerable es un espacio lineai E
provisto de un sistema numerable de normas |||, compatibles
enire si. Todo espacio normado numerable se convierte en un
espacio topoldgico lineal, si se toma por sisterna determinante
de vecindades del cero la totalidad de conjuntos {/, . cada uno
de los cuales estd definido por un némero r y un ntmero posi-
tivo &£ v consta de 1iodos |los elementos x€ E gue verifican las
condiciones

[l <e, ... llx]l <e.

Proponemos al lector comprobar que este sistema de vecin-
dades del cero induce, efectivamente, en E una fopologia res-
pecto a la cual resultan continuas las operaciones de adicion de
elementos y de mutltiplicacion de éstos por numeros.

Observemnos que todo espacio normado numerable verifica el
primer axioma de numerabilidad, ya que el sistema de vecinda-
des del cero U,, ; puede ser sustituido (sin que varie la topolo-
gia) por un subsistema numerable, en el que £ toma solamente
los valores ].—é-, -:l;. Seati ;1—, ... . Por eso la topologia de
este espacio se puede describicr en términos de convergencia de
sucesiones. Es maés, la topologia de un espacio normado nume-
rable se puede definir por medio de una métrica, por ejemplo,

por ésta:
-

- —n _Nx—vln
P(xly}-'22 Tl x—g e’ X, yEE.

n=1

Proponemos al lector comprobar que ia funcién p(x, y) verifica
todos los axiomas de distancia y es invarianie respecto a las
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traslaciones (esto es, p{x-+2, y-}z)=p(x, ) x, ¥, 2z€E) ¥ que
la topologia inducida por ella coincide con la inicial. De esta
forma podemos hablar de la complitud de un espacio normado
numerable, entendiéndose por ello la complitud respecto a la
métrica introducida mas arriba. Observemos, ademas, que la
sucesién [x,] resulta fundamental respecto a la métrica ¢ si,
y s6lo si, es fundamental respecto a cada una de las normas
[Ill» ¥ que converge {en la métrica p) al elemento x€E si,
y s6lo si, converge a x respeclo a cada una de las normas {|-|,.
En otras palabras, la complitud de un espacio normado nume-
rable significa que toda sucesion de él, fundamental respecto
a cada una de las normas ||-|j,, converge.

Ejemplos. 1. Un ejemplo importante de un espacio normado
numerable es el considerado anteriormente espacio K, s de
funciones indefinidamente diferenciables sobre .un segmento, si
admitimos que la norma ||-||, de este espacio se define mediante
la férmula

|9 (0) .

— 5u
1l a‘ga.gn
o< kesm

Es evidente que todas estas normas son compatibles entre si
y que definen en K, »| la misma topologia que hemos descrito
anteriormente.

2. Sea S el espacio de todas las funciones indefinidamente
diferenciables sobre la recta, que tienden, junto con todas sus
derivadas, en el infinito a cero més rdpido que cualquier poten-

cia de ]-:—I {esto es, que verifican la condicién ¢*f@ (¢) —0

%ara |#| — oo cualesquiera que sean los mimeros fijos & y ¢).
efinamos en este espacio un sistema numerable de normas
tomando

Iflla=_sup [#5f"(@#)], m=0, 1, 2,
B gxm

Es facil comprobar que estas normas son compatibles entre si.
Por consiguiente, S es un espacio normado numerable.

3. Un caso particular importante de los espacios normados
numerables son los asi llamados espacios numerables de Hilbert.
Sea H un espacio lineal en el que se ha introducido un sistema
numerable de productos escalares (g, V), y supongamos que las
normas || gll,= V (¥, ©), correspondientes a estos productos
escalares, son compatibies entre si. Si un espacio de esta indole
es completo, se llama espacio numerable de Hilbert.

4. Como ejemplo concreto de un espacio numerable de Hil-
bert, puede servir el siguiente espacio, Sea @ el conjunto de
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sucesiones numéricas [x,] tales que para todo entero k=0 la
serie

2 ntx
A=

converge. Introduzcamos en este espacio un sistema numerable
de normas, tomando

PR
&

Bxle=)/ 3 ntst.
n=1]

Es facil ver que estas normas son compatibles entre si y que ©
es completo en el sentido sefialado anteriormente. Esta claro
que cada una de las normas ||, puede ser definida mediante el
producto escalar

(X, 9= 2 r;“x,,y,,,
n=1

es decir, gue @ es un espacio numerable de Hilbert. Se llama
espacio de sucesiones rdpidamente decrecientes.

Si E es un espacio normado numerable, se puede aceptar
que las normas ||-||s, definidas en él, verifican la condicién

2l <<l ]l para k<1, n

ya que, de lo contrario, podriamos sustituir las normas [| x|l
por las normas

” X ”kz" sup {H x "v ”x "z' L " X ".k)'

que definen en £ la misma topologia que define el sistema ini-
cial de normas. Completando el espacio E seglin cada una de
estas normas ||-|[,, obtendremos un sistema de espacios norma-
dos completos E,. Ademas, de la relacion (1) y de la compati-
bilidad de las normas, se deduce que tienen lugar las inclusiones
naturales

E.oE, para k<L

De esta forma, a lodo espacio normado numerable E se puede
poner en correspondencia una cadena decreciente de espacios
normados completos

E,m>E,> ...oE>...; [EE.
k=1
Se puede demostrar que el espacio E es completo cuando, y sélo
@

cuando, E=[) E, (jdemuéstrese esto!). Por ejemplo cuando el
k=1
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espacio kg, ) de funciones indefinidamente diferenciables sobre
el segmento [a, b} es la interseccion de los espacios normados
completos D*(n=0, 1, 2, ...), donde el espacio D" estd com-
puesto por funciones, que tienen derivadas continuas de orden n
inclusive, y la norma en él se define mediante la férmula

lfll.= sup [F¥(&)].
agi=h
Ochken

En la década de los aios 30, cuando fue consiruida, principalmente en
los trabajos de Banach, la teoria de los espacios lineales normados, existia
la opinién de que esta clase de espacios es lo suficientemente amplia para
abastecer todas las necesidades concretas del Analisis, Més tarde se vio, sin
embargo, queestonoes asi. Resulté que en una serie de cuestiones desempenan
un papel importanie espacios como el espacio de funciones indefinidamente
diferenciables, el espacio R® de todas las sucesiones numéricas, asi como
ofros espacios, donde la topologia natural no se puede definir mediante
ninguna norma. De esta forma, los espacios lineales topologicos, pero no
normados, no son necesariamente sexotiquezs o «patalogia». Al contrario,
algunos de estos espacios representan una generalizacién del espacio eucli-
deo de dimension finila no menos natural e importanie que, digamos, el
espacio de Hilbert.
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FUNCIONALES LINEALES
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& 1. FUNCIONALES LINEALES CONTINUAS

1°. Funcionales lineales continuas sobre espacios topoldgicos
lineales, En el § 1 del cap. 111 hemos considerado ya funciona-
les lineales definidas sobre un espacio lineal. En el caso de fun-
cionales definidas sobre un espacio topoldgico lineal, representan
interés principal las funcionales lineales continuas; como de
costumbre, una funcional f, definida sobre un espacio E, se
llama confinua, cuando para todo e >0 y todo x, € E existe una
vecindad U del elemento x, tal que

|F(x)—F(x0)| <e para xeU. (1)

Si E es un espacio topoldgico lineal de dimensidn finita,
toda funcional lineal sobre E es autométicamente continua. En
el caso general, la linealidad de una funcional no implica su
continuidad.

La siguiente proposicién, aun siendo casi evidente, resulta
esencial para lo sucesivo.

Si una funcional lineal [ es continua en algin punto x€E,
es continua en fodo E.

En efecto, sea y un punto arbitrario de E y sea e > 0. Esco-
jamos la vecindad U del punto x de manera que se cumpla la
condicién (1). Entonces el conjunto

V=U+(—2x)

serd la vecindad deseada del punto y, ya que para zgV, tene-
mos 24+ x—y €U y, por consiguiente,

IF@—fi=fe—y+x)—F(x)]| <e.
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De esta forma es suficiente comprobar la continuidad de una
funcional solamente en un punto, por ejemplo, en el punto 0.
Si E es un espacio con el primer axioma de numerabilidad, la
continuidad de una funcional lineal sobre E se puede enunciar
en términos de sucesiones, es decir, de la siguiente forma: una
funcional f se llama continua en el punto x€E, cuando de
x,—x se deduce que f({x,)—f(x). Dejamos a cargo del
lector la demostracion de la equivalencia (en caso de que se verifi-
que el primer axioma de numerabilidad) de esta definicion con
la dada anteriormente.

TEOREMA I, Para que una funcional lineal { sea continua sobre E,
es necesario y suficiente que exista en E una vecindad del cero
donde la funcional | sea acofada.

pemosTrAciON. Si la funcional f es continua en el punto 0, para
todo e > 0 existe una vecindad del cero donde

IFn]<e.
Viceversa, sea U una vecindad del cero tal que
[ () [<[C para xeU
v sea &> 0. Entonces, -g- U es aquella vecindad del cero, donde

[F(x)| <e. Con esto queda demostrada la [continuidad de [ en
el punto 0 y, por consiguiente, en todo el espacio.

EJERCICIO. Sga F un espacio topolégico lineal; demuéstrese la validez de
las siguientes proposiciones.

{a) Una funcional lineal f sobre E es continua cuando, y sélo cuando,
existen un conjunto abierto & < E y un nimero ¢ tales que ¢ € f(U) (aqui [ (V)
es el conjunto’ de os valores que loma f sobre U)

b) Una funciondl lineal f sobre £ es continua cuando, y sélo cuando,
su subespacio nulo {x:f (x)=0} es cerrado en E.

c) Si toda funcional lineal sobre E es continua, la topologia de £ coin-
cide con la topologia convexa nuclear (véase el ejercicio en la pag. 180).

d) Si E es de dimensi6n infinita y normable, existe en él una funcional
lineal discontinua (empléese la existericia en E de una base de Hamel; véase
el ejercicio en la pag, 134).

(e} Supongamos que en F existe un sistema determinanie de vecindades
del cero y que la polencia de esle sistema nv sobrepasa la dimension alge
braica del espacio E (esto es, la potencia de una base de Hamel en E; véase
el ejerciclo en la pAg. 134). Enlonces, existe sobre E una funcional lineal
no continua.

2°. Relacion entre la continuidad de una funcional lineal y su
acotacién sobre conjuntos acetados. Recordemos que un conjunto M,
situado en un espacio topologico lineal, ha sido llamado acotado,
cuando para cualquier vecindad U del cero existe un nimero n
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tal que Mcnl/. Demostremos el siguiente teorema que establece
la relacién existente enire la continuidad de una funcional lineal
y su comportamiento sobre conjuntos acotados.

TEOREMA 2. Para que una funcional lineal f sea continua sobre E,
es necesario Y, en caso de que E verifique el primer axioma de
numerabilidad, también suficiente que seq "acotads sobre fodo
conjunto acotado.

DEMOSTRACION.3NECESIDAD. Una funcional continua es acotada sobre
cierta vecindad U del cero, de manera que

|f(x)]|<C para x €U,

Si M es un conjunto acotado, tenemos que M < nl/ para un n de-
terminado y, por consiguiente,

[F(x)| << Cn sobre M.

suriciencia. Sea U,oU,>...oU,>... un sistema numerable
determinante de vecindades del cero en E. Si la funcional f no
es continua, no estd acotada en cada una de estas vecindades.
Por eso, en cada una de las vecindades U, se puede indicar un
punto x, en el cual |f(x)| >k La sucesién {x,} liende a cero
y representa, por consiguiente, un conjunto acotado; la funcional f
no estd acotada sobre este conjunto. Es decir, si la funcional f
no es continua en un espacio E que verifica el primer axioma
de numerabilidad, existe en E un conjunio acotado sobre el cual
la funcional no estd acotada. El teorema queda demostrado.

Una funcional lineal acotada sobre todo conjunto acotado se
llamara funcional lineal acofada. La acotacién de una funcional
lineal no implica, en general, su continuidad.

3°. Funcionales lineales continuas sobre espacios normados. Vea-
mos mas detalladamente el caso particular importante cuando E
es un espacio normado. Como todo espacio normado verifica el
primer axioma de numerabilidad, la continuidad de una funcional
lineal en él equivale a su acotacién. Pero en un espacio normado
un conjunto es acotado si, y sélo si, estd contenido en una bola
con centro en el origen de coordenadas. Por eso la acotacidn
de una funcional en un espacio normado significa que la funcional
estd acotada en cada bola. Debido a la linealidad, esta ultima
condicién equivale a que la funcional estda acotada sobre la bola
unitaria

ell=<1
del espacio E.
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Sea f una funcional lineal acotada (=-continua) en un espacio
normado E. El nimero

= 5U )y
”ﬂl lellgllf( ”
esto es, la cota superior minima de los valores que toma |f({x}|

sobre la bola unitaria del espacio E, se llamara norma de la fun-
cional linea! f. Sefialemos las siguientes propiedades evidentes

de |If]l:
|l | @)
) 17l = sup “rey» 2)

esto sigue directamente de que para todo x==0
(=] __ x
= (e |
2) Para cualquier x€ E
FROIES FAIRIES 1S (3)

En efecto, si x50, el elemento ﬁTI perfenece a la bola unita-
ria, es decir, por definicion de la norma de una funcional

| () |= A7t <.

de donde se deduce (3). En cambio, si x=0, en los miembros
de derecha y de izquierda de (3) figura 0.

En lo sucesivo sélo consideraremos funcionales lineales conti-
nuas; omitiremos, para abreviar, la palabra «continuas.

Veamos algunos ejemplos de funcionales lineales en espacios
normados.

1. Sea R* el espacio euclideo de n dimensiones y sea @ un
vector fijo de él. Entonces, el producto escalar

f(x)=(x, a),

donde x recorre todo R", representa, evidentemente, una funcional
{ineal sobre R, Debido a la desigualdad de Cauchy — Buniakovski,
enemos

[F =i a)|<lx]i-[|ali; 4

por consiguiente, esta funcional es acotada y, por lo tanto, conti-
nua sobre R*. De la designaldad (4) tenemos que

al<lal.
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Pueste que el miembro derecho de esta desiguaidad no depende
de x, tendremos

sup LA < a,

es decir, [|f||<||a]||. Pero tomando x=a, obtenemos
|f(@)|=(a a)=]ia||*, esgdecir, L =q.
Por eso

IFl=ltall.
2. La integral

b
1= x@dt,

donde x (f) es una funcién continua sobre [a, b], representa una
funcional lineal en el espacio C\, 5. Esta funcional es acotada
y su norma es igual a b—a. En efecto,

b f
§ x(tydt | < max|x ()| (6—a)=]|x|i(b—a)

1 0)1=

y para x=const se alcanza la igualdad.

3. Consideremos un ejemplo mas general. Sea y,({) una fun-
cion fija continua sobre [a, b]. Pongamos para toda funcidn
2 () €Cq,

b
Fy=§ 2ty (0. ()

Esta funcional es lineal. Ademas, es acotada, ya que
b b
§x@uoat|<Ux) §1ye 0 ar. (6)

a a

[F{x)|=

De manera que la funcional (5) es lineal y acotada; lucgo, e
continua. De (6) se deduce ques

< §1ye)de.

(Demuéstrese que de hecho tiene lugar la igualdad exacta).
4. Consideremos en el espacio Gy, 4 la funcional lineal

by, (X)=1x(to)
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ya mencionada en el punto 5 del § 1 del cap. II. Su valor en
la funcion x (¢) se define como el valor de x (£) en el punto dado {,.
Esta claro que

[x(t) =< lxll

y que para x=const tiene lugar la igueldad. De aqui se deduce
inmedialamente que la norma de la funcional 8; es igual a 1.

5. En todo espacio euctideo X, al igual que en R", se pucde
definir una funcional lineal, escogiendo un elemento fijo a€ X
v tomando para cualquier x € X

F[x):{x, &}.
Al igual que en el casoldegR", es ficil Jcomprobar que
LFEN=lall-

Al conceplo de la norma de una funcional lineal en un es-
pacio normado se puede dar la siguiente interpretacion geométrica
clara. Hemos visto anteriormente (cap. 111, § 1) que a toda fun-
cional lineal se puede poner en correspondencia un hiperplano L
dado por la ecuacion

Fo=1.

Busquemos la distancia d de este hiperplano al punto 0. Por de-
finicién d= in{ ||x||. Puesto que siempre
Fixy=1

EOIES TAR B *

de f(x)=1 se deduce que |]x|12T}~"— para todo x€ L, es decir,

que d>= Trl‘ﬂ" Por otro lado, de acuerdo con la definicion de la

norma de f, para cualquier £>>0 existe un elemento x, que
verifica la condicion f(x,})=1 y tal que

1> (Pl —e)llx s

por eso ;
d= inf 1<I< =
Como & >0 es arbiirario, obtenemos
I
de

es decir, la norma de la funcional lineal {(x) es el valor inverso
de la distancia desde el hiperplano f(x)=1 hasta el punto 0.

4°, Teorema de Hahn — Banach en un espacio normado. En el
§ 2 del cap. TIT hemos demostrado el teorema de Hahn—Banach,
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segiin el cual toda funcional lineal f(x,), que esta definida sobre
un subespacio L de un espacio lineal E y que verifica la condicion

[fol¥) | << p(x) (7)

donde p es una funcional convexa fija sobre E, se puede prolongar
a todo el E conservando la condicién. En el caso de funcionales li-
neales acotadas en espacios normados, este feorema se puede
enunciar de la siguiente manera:

Seann E un espacio normado real; L, un subespacio suyo Y fo.
una funcional lineal acotada sobre L. Esta funcional lineal se
puede prolongar a una funcional lineal [, definida sobre todo el
espacio E, sin aumentar la norma, esto es, de manera que

|I fﬂ Hwbrc L= ]1f ||80be e
En efecto, sea
1l fo “so'lsre-!.= k.

Esté claro que k| x|| es una funcional convexa. Toméandola igual
a p y aplicando el teorema de Hahn— Banach, demostrado en el
§ 2 del cap. III, obtendremos el resuftado necesario.

En la forma que acabamos de dar, el teorema de Hahn — Banach
admite la siguiente interpretacién geométrica. La ecuacion

fo(x)=1 (8)
define en el subespacio L un hiperplano que se encuentra a la
distancia —Ilf] i del cero. La posibilidad de prolongar la funcio-

o
nal f,, sin incrementar su norma, hasta una funcional definida
en todo E, significa que este hiperplano puede completarse hasta
un hiperplano en todo E y de manera que la distancia hasta el
cero de este hiperplano mayor sea la misma que la del hiperplano (8).
Aplicando la variante compleja del teorema de Hahn —Banach

(lcorema 4a del § 2 del cap. III), es facil demostrar la validez
de la siguiente proposicién:

Sean E un espacic normado complejo y f, una funcional lineal
acotada, definida sobre un subespacio Lo E. Enfonces existe una
funcional lineal acotada f, definida en todo E, que verifica las con-
diciones:

Fxy=Ff(x), =x€L,

” f"mh:c B || fu “:;ohrc A

5° Funcionales lineales en espacios normados nurierables.
Sea E un cspacic normado numerable con las mormas |-,
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(k=1, 2, ...); sin perder generalidad, se puede considerar que
para todo x€E
Ixh<fxlh<..<lxllL<... )]

Sea [ una funcional lineal continua sobre E; cnionces, existe en E
una vecindad ¢/ del cero en la cual la funcional f esta acotada.
De acuerdo con las desigualdades (%) y la definicién de la topo-
logia en un espacio normado numerable, existen un ndmero
natural £ y un &> 0 fales que la bola S, ,=[x:[| x|ly <&} estd
contenida en la vecindad U; entonces, la funcional f estad acotada
sobre esta bola y, por consiguiente, es acotada y continua respecto
a la norma ||-|l;, esto es, existe un C >0 tal que

) <Clixl, xeE.

Por olro lado, es evidenle que una funcional lineal acotada res-
pecto a una de las normas |||, es continua sobre E. Por consi-
guiente, si E; es el conjunto de fodas las funcionales lineales
sobre E, continuas respecto a la norma ||-||,, y si E* es el con-
junio de todas las funcionales lineales continuas sobre £, tenemos

E*= ) E:. (10)
n=1

Ademas, de la condicion (9) se deduce que
ByeR e s By

Siendo f una funcional lincal continua sobre E, esto es, f€ L,
su orden se define como el menor de los nimeros n tales que
f€ E;; en virtud de la igualdad (10), toda funcional lineal con-
tinua sobre E tiene un orden finito.

6°. Existencia de un mimero suficiente de funcionales lineales
continuas. Si el espacio topolégico lineal £ no se sujeta a limi-
taciones adicionales, puede ocurrir que no exista sobre é] ninguna
funcional lineal continua diferente del cero idéntico. No obstante,
puede sefialarse una clase amplia de espacios para los cuales
existe un numero suficientemente grande de funcionales lineales
continuas. Aceptemos la siguiente terminologia. Diremos que
sobre el espacic E existe un nimero suficientemente grande de
funcionales lineales continuas, cuando para cualesquiera x, =X,
de E existe una funcional lineal continua f, definida sobre E,
tal que f(x,)==/(x,). Esta condicién equivale, evidentemente, a
que para todo x,==0 exista una funcional [ tal que f(x))==0.

Para cada espacio normado E existe un nimero suficientemente
grande de funcionales lineales continuas.

En efecto, sea x, un elemento no nulo de E. Definamos
para los elementos de tipc hx, la funcional f; tomando



§ 2, ESPACIO DUAL z 193

Jo (hx)= A, y prolonguemos después esta funcional (valiéndonos,
del teorema de Hahn-—Banach) hasia una funcional continua,
definida sobre todo el espacio E. Obtendremos una funcional f
tal que f(x,)=1==0.

Si E es un espacio normado numerable con las normas
Il (n=1, 2, ...) ysi x,€E y x,5=0, podemos construir, re-
pitiendo el razonamiento anterior, una funcicnal lineal f, definida
sobre E y continua respecto a la norma ||-||;, tal que f (x,) = 0;
puesto que esta funcional serd, evidentemente, continua sobre E,
para fodo espacio normado numerable existe lambién un nidmero
suficientemente grande de funcionales lineales continuas.

Finalmente, si E es un espacio real localmente convexo y se-.
parable, para cualquier elemenio no nulo x,€ E existe una ve-
cindad U/ del cero convexa y simétrica (U= — U} tal que x, €U,
sea py la funcional de Minkowski para la vecindad U, esfo es,

py(xt=1inf {t: t>0, ‘:—GJ U} '

De lo ‘demosirado en el § 2 del cap. 111 se deduce que py es
una funcional convexa sobre E finita |y simétrica (es decir, tal
que py(—x)=py(x)) y que, ademas,

pU {x) <':l! -'CG U|

Pu ik = 1.

Consideremios en E el subespacio lineal unidimensional L, =
= {Mx,} y definamos en ¢l una funcional lineal f,, tomando
fo(r%) =% Estd claro que |f,(x)|<Ipy{x) para x€L, y que
fo(x,)=1. De acuerdo con el leorema de Hahn — Banach, existe
una prolongacién f de la funcional f,, definida en fodo el E, que
verifica la condicion |f(x)]<p }x) para todos los x€E. En
parlicular, para xeU, tenemosT ()| < py(x) <1, de manera
que la funcional f es acotada sobre U y, por consiguienfe, con-
tinua sobre E.

Como f(x,)=1, hemos demostrado que para todo espacio real
localmente convexo y separable existe un nimero suficientemente
grande de funcionales lineales confinuas (una proposiciéon andloga
es valida también para un espacio complejo). En realidad, este
hecho es el que determina en lo fundamental la importancia para
el Analisis de la clase de espacios localmente convexos.

§ 2. ESPACIO DUAL

1°. Definicion de espacio dual. Para funcionales lineales se
puede definir las operaciones de adicién y multiplicacién por
nimeros. Sean f, y f, dos funcionales lineales definidas sobre un

7 No2150
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espacio fopolégico lineal E. La suma de ellas f,+f, es la fun-
cional lineal

f(x}=f;(x)+f.(x); XEE.

El producto of, de la funcional lineal f, por el namero a es
la funcional

fx)=afl(x), x€E.

Esta claro que la suma f,+f, y el producto of, representan
funcionales lineales. Ademés, de la continuidad de las funciona-
les f; y f, se deduce que f,+f, y of, son también funcionales
continuas sobre E.

Es facil ver que las operaciones de adicién y multiplicacién
de funcionales por niimeros asi definidas satisfacen todos los axio-
mas de un espacio lineal. En otras palabras, el conjunto de to-
das las funcionales lineales continuas, definidas sobre un espacio
topolégico lineal E, forma un espacic lineal. Se llama espacio
dual a E y se denota medianie E*.

Ademis de las operaciones lineales, en el espacio dual E* se
pueden introducir diferentes topologias. Consideremos primero el
caso mas sencillo cuando el espacio inicial E es normado.

2°. Espacio dual a un espacio normado. Para las funcionales
lineales continuas, definidas sobre un espacio normado, hemos
introducido el concepto de norma tomando

= L) |
Esta norma verifica todas las condiciones contenidas en la de-
finicién de un espacio normado. En efecto,

1) [fil >0 para cualquier funcional lineal no nula f;

2) lefl=lal-IF 1

o RG] Ly ()] Lol _
3 Nt hll=sup =Sy < sup it =

=[£I+l
De esta forma, el espacio E*, dual a un espacio normado, puede
ser provisto de una estructura natural de espacio normado. La
topologia en £%, correspondiente a la norma introducida, se llama
topologia fuerte en E*. Si es deseable subrayar que £* se consi-
dera como un espacio normado, en lugar de E* escribiremos
(E*, -1
Establezcamos la siguiente propiedad importante del espacio
dual a un espacio normado.
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TEOREMA L. El espacio dual (E*, ||-||) es completo.

DEMOSTRACION. Sea (f,} una sucesion fundamental de funcionales li-
nezles. Entonces, para cadae > Oexiste un N tal que|| f,—f,|I<<e
para todo n, m>=N. De aqui obtenemos para cualquier x€ E

e —Fa < —Tall-Nlxll <ejlx],

es decir, para cualquier x€ E la sucesion numérica {f, (x)} con-
verge. Pongamos

@)= lim f, )

Comprobemos que [ representa una funcional lineal continua.
Comprobernos primero la linealidad:

flox+ py)= nlLr[L Folox - Py) =
= lim [of,, (x) + B[, (6)] = of () + BF ()-
Escojamos ahora N de manera que. |f,—Tr. /<1 pera fodo

nz=Ny todo pZz=0. Entonces, |]f,,+P|i<||fn||+l para todo
p>0 Por consiguiente,

[Fusp (a1 % ]I
Pasando al limite para p — oo, oblenemos
lim |foe, @ =7 Q<N+ D) <]
g+
es decir, la juncional f{x) es acotada. Demostremos ahora que la
juncional f es el limite de la sucesién f,, f., ..., fu ... Sea
e > 0. Escojamos n tan grande que |[f,—/,. [l < —;— para todo

p=0. Por definicién de la norma existe un elemento x, , tal
que

lin (%n, |}_f(-"'nl,:”
=il ———

xp, ol

+5=

n,« X, ¢ B
(o) — (s +3
Xn, g Xn, e 2¢
foo (i)t (p)| 45
Pero el primer sumando del miembro derecho tiende a cero

para p— oo. Por consiguiente, para todo p suficientemente grande
se cumplird la desigualdad

nfn-rp—f” < e
El teorema queda demostrado.

Entonces, | farp—Fll <<

7
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Subrayemos una vez més que este teorema es vélido indepen-
dientemente de si es completo o no el espacio inicial.
Observacion. Si el espacio normado E no es completo y E es su
completacion, los espacios E* y (E)* son isomorfos. En efecto, po-

demos aceptar que E estd sumergido en E como un subcon-
junto siempre denso; por eso, toda funcional f € E* lineal continua

sobre E tiene la finica prolongacién por continuidad 7 de £ a
todo el E. Esta claro que Fe(E)*, que ||FII=lFl y que toda
funcional de (E)* es una prolongacion de alguna funcional de E*
(a saber, de su restriccion sobre E). Por consiguiente, la a plica-
cién f—f representa una aplicacion isomérfica del espacio E* a
todo el espacio {E)‘.

3°, Ejemplos de espacios duales. 1. Sea E el espacio lineal de
n dimensiones (real o complejo). Escojamos en £ una base
e, ...,e, entonces, todo vector x€ E se representa de manera

nica en la forma x=‘£“x,e,-. Si fes unafuncional lineal sobre E,

estd claro que
f(x)= :';’l fe) x;: 48]

por consiguiente, una funcional lineal se determina univocamente
por los valores que toma en los vectores de la base e, ..., &,
con la particularidad de que estos valores pueden escogerse arbi-
frariamente. |Definamos las funcionales lineales f,, ..., f. to-
mando

1, cuando i=j,
hite)= 0, cuando is%j.

Es evidenie que estas funcionalesIson linealmente-independientes,
Estéd claro que
fi(xy=1x;

por eso,"la férmula (1) se puedeTescribir~enrlaZforma

F= 3 Fieafi (0.

Por consiguiente, las funcionales f,, ..., f, forman una base en
el espacio E*, es decir, E* es un espacio lineal de n dimensio-
nes. La base f,, ..., f, de E* se llama dual respecto a la base
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e, ..., &, de E. Diferentes normas en el espacio E inducen
distintas normas en E*. Sefialemos algunos ejemplos de pares de
normas correspondientes en E y en E*; en las formulas (a), b{.
(¢) y (d) x,, ..., x, son las coordenadas del vector x€ E en& a
base ¢, ..., e, mientras que f*, ..., f* son las coordenadas de
la_funcional f€ E* en la base dual f,, ..., f.
1 1
a 7 n 3
@ leli=(Z1xr)" wn=(Zirr):
=1 =

n

o eb=(Erar) o in=(Eire) s St

© Iel=, sup 1xl Will=Z 1

@ Ixl=2 1=l Ufl= sup |F].
i=1 1gign
2. Consideremos el espacio ¢, de las sucesiones x = (X, ..., ¥y ---)
convergentes a cero con la norma | x||=suplx,| y demostremos

ue el espacio (c3, H-]}) dual a él es isomo;fo al espacio {, de lo-
as las sucesiones absolutamente sumables f={fy, ..., [ -..}0OR

la norma \|f|| =’§':1 {f.]. Cualquier sucesién f€!, define en el es-
pacio ¢, una funcional lineal acotada f mediante la férmula

o

fx)= El Fans @)

n=

estd claro que |F (x}|<<ix]l 211.‘,,]. de manera que [|fIl <<|[F]l.
Consideremos en ¢, los vectores
e (ly Oy wsis Oy onds

N
y pongamos xW}=E'I—|' e, (si f.=0, aceplamos que I?'I -=()).

k]
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Enlonces, xM ge, ||x™W <1 y
N N
FleV)y = In_F(e)= ;
Fo) = 3 per Fen = X 11a)
de manera queNIim J(xWy= 2|f~|:llfl1v Por consiguiente, [|f[| >

>=||f|; comparando esto con la desigualdad de sentido opuesto,
obtenida anferiormente, llegamos a la conclusién de que
IIF II=[ifl. Hemos construido, de esta forma, una aplicacion
jineal isométrica f— [ del espacio [, en el espacio ¢j; queda
por comprobar que la imagen del espacio I, mediante esta
aplicacién coincide con lodo el cj, es decir, que toda funcional

f€c; se puede representar en la jorma (2), donde f={f,} €1,.
Para todo x=[x,} €¢c,, lenemos x= ﬁ x,e, la serie que figura
en el miembro derecho converge e?cn al elemento x, ya que
x—“‘%\r‘,lx,,e,,“:nsg]}a\,]x,,]—wﬂ para N — co, Como la funcional

Fecy es continua, tenemos [ (x)= ilx,,f(e,,); por eso, es sulfici-
o = N

ente comprobar que Y, If (6,)| < 0. Tomando xf“”zzl%"ﬁ?n
n=l n=1 "

y observando que x™ €¢,, [[xM]|< 1, tenemos

N N &,
3 e =2 L F ey =F () < [IFl,
a=1 r|=1|f(9n)|

de donde, debido a la arbitrariedad de N, sacamos la conclusién

de que 3 |F (€] < oo

3. No es dificit demostrar que el espacio I} dual al espacio I,
es isomorfo al espacio m compuesto por todas las sucesiones aco-
tadas x={x,} con la norma || x]]=sup|x,|.

4. Sean p>1 y I, el espacio de fodas las sucesiones x={x,}
tales gue

nx||=(i|x,,1«’)’<m;

=
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se puede demostrar que el espacio [; dual a &l es isomorfo al

. 1 1 A 1
espacio 1, —p-+?=1. La forma general de una funcional lineal
continua sobre [, es:

= 3 s x=(nd€ly [={h €l

La demostracion se basa en la desigualdad de Holder.
Pongamos en claro la estructura del espacio dual al de Hilbert.

TEOREMA 2. Sea H un espacio real de Hilberf. Para loda funcional
lineal F continua sobre H existe el dnico elemento x, € H tal que

f(x}‘:(x- xn)r X€ Hi {3)

ademds, resulia que ||f|=|x,|- Viceversa, si x,€H, la [ér-
mula (3) define una funcional lineal continua f tal que 1|f[}=
=||x, ||. Por consiguiente, los espacios H* y H son isomorfos.

peEmosTRacioN. Es evidente que la férmula (3) define para todo
x, € H una funcional lineal sobre H. Como |/ {(x)|=](x, Xo)[=<
< [lx[]-| % |l, esta funcional es continua y como [(x.)=|lx %
tenemos ademas || f||=|x,|. Comprobemos que toda funcienal
lineal continua f sobre H se puede representar en la forma (3).
Si f=0, tomamos x,=0. Sea ahora [ # 0 y sea Hy={x:f (x)=0}
el subespacio nulo de la funcional f; como f es continua, f, es
un subespacio lineal cerrado de H. Enel punio 6 del § 1 del
cap. 111 ha sido demostrado que la codimensién del subespacio
de ceros de cualquier funcional lineal es igual a 1. Por eso y
tomando en consideracién el corolario 3 del teorema 7 del § 4
del cap. III, llegamos a la conclusién de que el complemento
ortogonal Hg del espacio H, es unidimensional, esto es, existe
un elemento y, (no nulo) ortogonal a H, y tal que todo vector
X€H se puede representar de manera (inicaen la forma x=y-+
+4y,, donde y € H,. Podemos aceptar, evidentemente, que | e ll=1:
pongamos ¥, = (¢,) #o» Entonces, para cualquier x € H tenemos

x==y Ao, YEH,
f ()= M (gohs
(% X)) =2 (gpr  %o)=M (U)W ¥o) =2 (¥g)-

De manera que f(x}={(x, x,) para todo x€H. Si f(x}=(x, X},
XEH, tenemos (x, x,—x;)=0, de donde, tomando x=x,—x,
encontramos que x,—x; El teorema queda demostrado.
Observaciones. 1. Sea E un espacio euclideo no completo
y sea H el espacio de Hilbert que representa su completacion.
Como los espacios E* y H* son isomorfos (véase la observacidn
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de la pag. 196) y H* es isomorfo a H, es valida la siguiente
proposicién: el espacio E* dual a un espacio euclideo no completo
E es isomorfo a la completacién H del espacio E.

2. El teorema 2 es valido también para un espacio de
Hilbert complejo (la demostracién es la misma, solamente hay
que sustituir x,=f{y,) y, por Xo=T (4s) #s)- La tinica diferencia
entre el caso complejo y real consiste en que, en el caso com-
plejo, la aplicacién del espacio H en el espacio H*®, que pone
en correspondencia al elemento x, € H la funcional f (x)= (x, x,},
es un isomorfismo lineal conjugade, esto es, pone en corres-

pondencia al elemento Ax, la funcional Af.

4°. Estructura del espacio dual a un espacio normado nu-
merable. Sea £ un espacio normado numerable con las normas

e, <Ml <. . . < Nixha <. . .0 xEE.

De lo demosirado en el punto 5 del § | se deduce que el es-
pacio E*, dual a E, se representa en forma de la union

- 5
= E;
n=1

de una cadena creciente Ejc£;= ... cE;c... de espacios nor-
mados E, (en otras palabras, E; es el conjunto de todas las
funcionales lineales sobre E continuas respecto a la norma || -|l,)-
De esta forma, si se conocen los espacios E,, se conoce también
el espacio E* (en el sentido de que se conocen los elementos
que lo componen y las operaciones lineales en él). En cuanto a
la topologia de E¥, ésta se puede introducir de diferentes modos;
algunos de ellos seran examinados en lo sucesivo. Sefialemos
ademnas que con frecuencia resulta comodo considerar el espacio
E; como el dual a la completacién del espacio E respecto a la
norma [f-l,; esto es posible en virtud de la observacién que
hemos hecho después de la demostracién del teorema 1.

Ejemplo. Sea @ un espacio real de Hilbert numerable com-
puesto por todas las sucesiones x= [x,} tales que

1

1|x||,,=(2 n*x:) <oo, k=12, ...}
n=1

los producios escalares en @ vienen dados por
@&

(x‘ y}k=zn“xnym k=1, 2! ‘e
n=1
El espacio ® con el producto escalar (-, -), s un espacio eu-
clideo; sea @, su completacion. Es facil ver que @, se puede
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identificar con el espacio de Hilbert de {odas las sucesiones
x=|x,} tales que |lx|ly <oo. De acuerdo con el teorema 2, el
espacio M}, dual al espacio @, es isomorfo al espacio @y; este
isomorfismo consiste en que a cada funcional lineal continua f€ @}
se pone en correspondencia una sucesion F={f. tal que

= 3 w1 =)T< o,

FO=0 D=3 5 5= {5} € D

y, viceversa, cada sucesién de este tipo determina un elemento
de @;. Definamos ahora la funcional f€ ®; no mediante la
sucesion {f,} sino a partir de la sucesién {g,}, donde g,=n*f,.
Entonces,

1

f(x) =n2=j:| Xpla Y “ﬂi = (\Hgl n_'kgﬁ) .

Por consiguiente, ®} se puede identificar con el espacio de
Hilbert de las sucesiones {g,}, que verifican la condicion

2 n~* g <oo,
n=1

y con el producio escalar
", g9)= i n=rkgd g

n=1
L

Como ®*=|J @i, ®* es el espacio de todas las sucesiones
k=1
{g.} que satisfacen la condicién: existe un nimero entero posi-
tivo & tal que
Y nkgi <oo.
=1

Ademss, cada una de estas funcionales toma en el elemenio

x={x,} €@ un valor determinado igual a > x.g, Es decir, si

el espacio @ es la interseccién de una cadena decreciente de
espacios de Hilbert

O=ndy, ©,o50,5...00,>...,

el espacioc ®* es la unién de una cadena creciente de espacios
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de Hilbert
O*= Yy, Oich;c...cP;ic. ..

Conviene infroducir la denotacién @} -=®_,. Si ademas denota-
mos I, mediante @,, obienemos la siguienie cadena infinita en
ambos sentidos de espacios de Hilbert

s O e O CD, CP T ED oy T gy
donde @;=®_, para cada k=0, %1, +2, ...

5°. Topologia en el espacio dual. Siendo £ un espacio nor-
mado, hemos definido una vecindad del cero en E* como el
conjunto de funcionales que verifican la condicidn

iIfll < e.

En otras palabras, se toma por sistema de vecindades del cero
en el espacio E¥, dual a un espacic normado, el conjunto de
funcionales tales que |f(x)| < e, cuando x recorre la bola unita-
ria |lx]i<<1 del espacio £. En el caso en que £ no es un espa-
cio normado, sino un espacio topoldgico lineal, es natural, para
definir la topologia en E*, considerar en E en lugar de una
bola unitaria un conjunto arbitrario acotado A y definir una
vecindad del cero en £* como ¢l conjunto de funcionales linea-
les que verifican la condicion

[f(x)] <& para todos los x€A.

De esta forma en E* queda determinado el conjunto de vecin-
dades del cero, cada una de las cuales se define mediante un
ntimero positivo & y un conjunto acotado AcE. No vamos a
comprobar aqui, aunque no es dificil de hacerlo, que el sis-
tema de vecindades, definido de esta manera, satisface eiectiva-
mente las condiciones que debe verificar un sistema de conjuntos
para que pueda ser tomado por un sistema determinante de
vecindades del cero en un espacio topolégico lineal.

Estd claro que si el espacio E es normado, la topologia de
E*, que acabamos de describir, coincide con la que se define
en E* mediante Ja norma. La topologia descrita del espacio,
dual a un espacio topolégico lineal (a un espacio normado, en
particular), se llamara topologia fuerfe en E* (a diferencia de la
topologia débil de E* de la cual hablaremos en el § 3).

Subrayemos que la topologia fuerte del espacio E* es necesaria-
mente separable y localmente convexa (independientemente de la
topologia que liene E). En efecto, si f,€ E* y f,5=0, existe un

elemento x,€E 1al que f,{x,)s=0, pongamos e=%[ INERIR
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A=lx}; enlonces, estd claro que f,€ U, a, es decir, que E* es
separable. Para demostrar la convexidad local de la topologia
fuerte de E*, es suficiente observar que para cualquier e >0 y
cualquier conjunto acotado A< E la vecindad U.4 es un con-
junto convexo en E*. Denotaremos la topologia fuerte de E*
mediante el simbolo b; si es preciso sefialar que E* se consi-
dera con la topologia fuerte, escribiremos a veces (E%, b) (en
lugar de E¥).

6°. Segundo espacio dual. Puesto que las funcionales lineales
continuas sobre un espacio topoldgico lineal E forman por si
mismas un espacio topoldgico lineal (el espacio (E*, b) dual
a E), se puede hablar del espacio £** de funcionales lineales
continuas sobre E*, es decir, del segundo espacio dual a E, etc.

Sefialemos que todo elemento x, de E define en E* una
funcional lineal. En efecto, tomemos

Ve, (N =1 (xo), 4
donde x, es un elemento fijo de F, mientras que [ recorre
todo el E*. La igualdad (4) pone en correspondencia a cada f un
namero W, (f), esto es, define una funcional sobre E*. Como
ademds

\P;;u ("‘““ fl '}' ﬁ {2):a[1 (xu) '|‘ B [:(xn) :“O.'qjxo (Jrl) + ﬁ.LF.\.‘b(fi)’

esla funcional es lineal.

Es mas, {foda funcional de este tipo es continua sobre E*.
En efecto, seca £>0 y sea A un conjunto acotado de E que
contiene x,. Consideremos en E* la vecindad U (s, A) del cero.
De acuerdo con la definicién de U (e, A), tenemos

[, () =17 {x)| <<¢ para [fEU(e, A)

Pero esto significa que la funcional 1, es continua en el punto
v, por consiguienie, en todo el espacio

Hemos obtenido de esta forma una aplicacion de todo el
espacio £ en un subconjunto del espacio E**, Esta aplicacién
es, evidentemente, lineal. Si sobre E existe un nimero suficien-
temente grande de funcionales lineales (por ejemplo, si E es
normado o localmente convexo y separable), esla aplicacién
resulta biunivoca, ya que para cualesquiera dos diferentes x',
x" € E existe una funcional f€ E* tal que [(x')==f(x"), es decir,
WPy y e son diferentes funcionales sobre E*. Esta aplicacion
de E en E** se lluma aplicacion natural del espacio E en el
segundo espacio dual, Denotémosla con s Si n(E) = E**, el espacio E
(separable y localmente convexo) se llama semirreflexivo, En el
espacio E** (considerado como dual a (E*, &) se puede iniro-
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ducir la topologia iuerte que denotaremos con &%; esta topologia in-
duce en el espacio E la topologia n-'(b*) (ial que un conjunto
QcE se considera abierto si su imagen ni{Q) es la interseccién
de n(E) con un subconjunto abierto del espacio (E**, £*)). Se
puede demostrar que la topologia ni~!(b*) es no mas débil que
la topologia inicial del espacio E (es decir, que todo conjunto
abierto en esta topologia inicial es también abierto en la tope-
logia ==t (b*)); esto significa que la aplicacidn w—!, que trans-
forma m(E) en E, es continua. Siendo el espacio E semirreflexivo
y la aplicacion n: E— E** continua, se dice que E es un espacio
reflexivo. De lo expuesto se deduce: si E es reflexivo, la aplica-
cién natural m:E— E** representa un isomoriismo entre los
espacios topolégicos lineales E y E** =(E**, §*) (es decir, es
biunivoca y bicontinua).

Puesto que podemos ahora considerar todo elemento de E
también como un elemento del espacio E**, conviene para los
valores de Ja funcional lineal f€E* emplear, en lugar de la
denotacién f(x), una denotacion mas simétrica

fx)={f, %) (6)

Siendo fijo f& E*, podemos considerar (f, x} como una funcio-
nal sobre E, y siendo fijo x, como una funcionat sobre E* (y
en este caso x aparece ya como un elemento de E*¥).

Si E es un espacio normado (y, por consiguiente, son {ambién
normados los espacios E*, E**, efc.), la aplicacion naiural del
espacio E en E** es una isometria.

En efecto, sea x un elemento de E. Designemos mediante
Jixll su norma en E y mediante |lx|l, }a norma de su imagen
en E**. Demostremos que [|¢]|=|x]l,. Sea fun elemento arbi-
trario de E*. Entonces,

[, DI UAlel, s decir, > 1020,

y, puesto que el miembro izquierdo de la Gltima desigualdad
no depende de f,

et sup Ll = e

Por oiro lado, segin el feorema de Hahn—Banach, para todo
%, € E existe una funcional lineal f, tal que

[(For %0) | = lIFoll - il (6)

(para construir esta funcional es suficiente tomar f,(x)=a para
los elementos de tipo x=ex, y extender después esta funcional,
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conservando su norma, a todo el E). De (6) se desprende que
= 16, xH
“x“q. _;SEUE! ”;“ } |l-"”.

es decir, |[lx]l=|lx|l,, que es lo gue queriamos demostrar. Por
consiguiente, el espacio normado E es isométrico a la variedad
lineal (en general, no cerrada) n(E) de E**; identificando E con
a(E), podemos aceptar que Ec E**.

Puesto que para los espacios normados la aplicacién natural
niE — E** es isomeétrica, resulta que los concepios de semirre-
flexividad y reflexividad coinciden en el caso de espacios mnor-
mados.

Como el espacio, dual a un espacio normado, es compleéto,
todo espacio normado reflexivo E es completo.

Los espacios euclideos de dimension finita y el espacio de
Hilbert representan los ejemplos mas sencillos de espacios refle-
xivos (para ellos se tiene incluso que E= E*).

El ‘espacio ¢, de sucesiones convergentes a cero ofrece un
ejemplo de un espacio no reflexivo completo. En efecto, como
hemos demostrado anteriormente (ejemplo 2 del § 2), el espacio
dual a ¢, es el espacio [, de todas las series numéricas absoluta-
menie convergentes y el dual de este ltimo coincide con el
espacio m de todas las sucesiones acotadas.

El espacio Cpq, 4y de funciones continuas sobre un segmento
[a, b] es también no reflexivo. Sin embargo, no daremos aqui
la demosiracién de esta proposicién .

Como ejemplo de un espacio reflexivo, que no coincide con
su dual, puede servir el espacio II, para 1 < p==2 (puesto que [;=1,,

I 1 . B
donde '5'—‘—?:1, tenemos ip =iq—fp).

EJERCICIO. Demubstrese que un subespacio cerrado de un espacio reflexivo
es también reflexivo.

§ 3. TOPOLOGIA DEBIL Y CONVERGENCIA DEBIL

1°. Topologia débil en un espacio topolégico lineal. Conside-
remos un espacio topolégico lineal E y el conjunto de todas las
funcionales continuas sobre él. Si f,, ..., f, es un sistema [inito
arbitrario de estas funcionales y e es un nimero positivo, el

conjunto
{x:ifi(x)|<€‘; i=1,2 ..., n]’ (1)

U Se puede demoslrar incluso una proposicion mds juerle; no existe
ningin espacio normado para el cual Cy, 4 sea el espacio dual,
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es abierto en E y contiene el punto 0, esto es, representa una
vecindad del cero. La interseccién de dos vecindad¥s de este
tipo siempre contiene un conjunto de tipo (1) y, por consiguiente,
en E se puede introducir una topologia para la cual la totalidad
de los conjuntos de tipo (1) constituira el sistema determinante
de vecindades del cero. Ella se denomina fopologia débil del
espacio E. En ofras palabras, la topologia débil en E es la
topologia més débil de este espacio lineal respecto a la cual son
continuas todas las funcionales lineales que son continuas res-
pecto a la topologia inicial de este espacio.

Estd claro que toop conjunto de E abierto en el sentide de
ia topologia deébil es también abierto en la topologia inicial del
espacio £, pero la reciproca no es, en general, vilida (los con-
juntos de fipo (1) no forman necesariamente un sislema deter-
minante de vecindades del cero en la topologia inicial). De
acuerdo con la terminologia, aceptada en el § 5 del cap. 11,
eslo significa que la topologia débil del espacio £ es més débil
que la topologia inicial. Esto justifica su denominacién.

SI en E existe un nimero suficientemente grande de funcio-
nales lineales continuas (por ejemplo, si E es normado), la topo-
logia débil de E verifica el axioma de separabilidad de Haus-
dorff. Es ficil comprobar asimismo que las operaciones de
adicion y multiplicacién por niimeros, definidas en E, son con-
tinuas respecto a la lopologia débil de este espacio.

2°. Convergencia débil. Incluso en el caso de espacios norma-
dos, la topologia débil de £ puede no satisfacer el primer
axioma de numerabilidad. Por consiguienfe, esta topologia no
puede describirse, en general, en términos de sucesiones conver-
gentes. No obstante, la convergencia en E determinada por esia
topologia representa un concepto importante. Se llama convergen-
cia débil. A diferencia de &sta, la convergencia definida por la
topologia inicial del espacio E (por la norma, si £ es normado)
se llama convergencia fuerte.

Es obvio que el concepto de convergencia débil se puede
enunciar de la siguiente manera: la sucesién {x,} de elementos
de E se llama débilmente convergente a x,€ E, cuando para
cualquier funcional ¢(x) lineal continua sobre E la sucesion
numerica {@ (x,)} converge a g (x,). En efecto, admitiendo, para
simplificar, que x,=0, supongamos que @(x,)— 0 para toda
@ € £*. Entonces, cualquiera que sea la vecindad débil

U={x:|gi(x)l<e, i=1,2, ...,
del punto 0, existe un N tal que x,€U para todo n =N (para
ello es suficiente escoger N; de manera que |¢;(x,)| <, cuando
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n>=N; y tomar después N ==max N,). Viceversa, si para cada
vecindad U del cero existe un N tal que x,€U para todo
n>= N, la condicién ¢(x,)—0 para n-—oco se cumple, eviden-
temente, para cada funcional fija ¢ € E*.

Consideremos més detalladamente el concepto de convergencia
débil en el caso de espacios normados.

TEOREMA 1. Si {x,} es una sucesion débilmente convergente en un
espacio normado, existe una constanfe C tal que

%l <C.

En ofras palabras, foda sucesion débilmente convergente de un
espacio normado es acotada.

DEMOSTRACION. Siendo la sucesién {x,} no acotada, cualquiera que
sea la bola cerrada S [f,, e]={f:||f—F, | < ¢} de E*, el conjunto

nurmérico
{(Fy %))

donde n==1, 2, ... y f recorre esla bola, no es acotado. En
efecto, si la sucesién {x,} es acotada sobre la bola S [f,, €] es
también acotada sobre la bola S[0, ej={g:|lgl|<e}, ya que
siendo ge€S[0, &], tenemos f,+g€S(fn t] ¥y (g x)=
={fo+ & x.)— (Fs X,) ¥ los nimeros (f,, x,) son acotados de-
bido a la convergencia débil de la sucesién Lx,,}. Pero si
| (g, x.) |<<C para todo g€S [0, g], tenemos, debido a que la
aplicacion natural de E en E* es isoméfrica,

c
”(nug & !

esto es, las normas || x, || estan acotadas en su conjunto. Por con-
siguiente, si la sucesién {x,} es no acotada, tampoco serd acotada
sobre cualquier bola de E*. Tomemos una bola B,cE*. Existen
un nimero n, y un elemento f€B, fales que |(f, x,)|>1.
Puesto que (f, x) depende continuamente de f, la desigualdad
14f, x,)] > 1 se verificara para todos los f pertenecientes a una bola
cerrada B,cB,. Razonando de la misma manera, encontraremos
en B, una bola cerrada B, y un niimero n, tales que para todo
f€B, se cumple la desigualdad |(f, x, )| > 2, etc.; en general,

para cada k& encontraremos un namero n, y una bola B, B,
tales que

[(fs X, }| >k para fE By

Se puede admitir, ademés, que los radios de las bolas B, tienden
a cero cuando k-~ oo. Puesto que el espacio E* es completo,

existe un elemento f perteneciente a todas las bolas B, (jprincipio
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de bolas encajadasl). Pero en tal caso
[U-v X )| >k

para todo % y esfo confradice a la convergencia débil de’ la
sucesion {x,}.

Observacion. Al demostrar que la sucesion [x,} es acotada res-
pecto a la norma nos hemos valido solamente de que la sucesion
numérica (f, x,) es acotada para lodo f € E*. Por eso, si la suce-
si6n {x,} de E es tal que la sucesién numérica {f, x,) es acotada
para toda f& E*, existe una constante C tal que ||x,||<<C. Esle
resultado admite la siguiente generalizacidn: fodo subconjunto
débilmente acotado (esto es, acotado en la lopologia débil) Q de
un espacio normado E es fuertemente acofado (es decir, estd con-
fenido en una bola). En efecto, supongamos que existe una suce-
sion {x,} =Q tal que ||x,||— oo (n — o0). Como Q es débilmente
acotado, el conjunto |x,} también es débilmente acotado, es decir,
es absorbido por cualquier vecindad débil del cero; en particuiar,
para cualquier f € E* existe un N tal que {x,} =N {x:|(f, x)| < 1},
de donde se sigue que |(f, x,)| < N para todo n. Pero esto, de
acuerdo con la observacién hecha anteriormente, contradice a que
|| %, || — oo. Si tenemos en cuenta que Ja acotacién débil de un
conjunto Q significa que cualquier funcional lineal continua sobre
él es acotada, llegamos al siguiente resultado importanie: para
que un subconjunio Q de un espacio normado sea acotado es nece-
sario y suficiente que cualquier funcional | € E* sea acofada sobre Q.

El {eorema que sigue permite frecuentemenie determinar la
convergencia débil de una u otfra sucesién.

TEOREMA 2. La sucesion {x,,} de elementos de un espacio normado E
converge débilmente al eleménto x€ E, si
1) px,, || estdn acotadas en su conjunto por una constante M;
2) f{x,)—F(x) para toda [EA, donde A es un conjunio
cuya capsula lineal es siempre densa en E*.

DEMOSTRACION. Se desprende de fas condiciones del teorema y de
la definicién de una funcional lineal que si ¢ es una combinacion
lineal de elementos de A, entonces,

@ () — @ (x)-

Sea ahora ¢ un elemento arbitrario de £ y sea {f,} una sucesion de
combinaciones lineales de elementos de A convergente a ¢. Demos-
tremos que @ (x,)— @(x). Sea M tal que

”xu" QM (fi’-= L5 2§ s} y "-\'-'” éM'
Estimemos la diferencia |g(x,)|— ¢ (x). Como @,— 9, para
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cualquier e >0 existe un K tal que [[p—o,|| <& para todos
los k== K. Por eso,

[@(x) —o ) [<|o (%) — @elx) |+
Floe () — @ () |+ | @ () — @ (¥) | <eM -
+eM | o (x)— @ (%) .

Pero, ¢, (x,) — g, (x) para n— oo, por hipdtesis. Luego, ¢(x,)—
— ¢ (x) —0, cuando n— oo, para cualquier @ € E*. )

Ejemplos. Veamos el sentido que tiene el concepto de con-
vergencia débil en algunos espacios concretos.

\. En el espacio euclideo de dimensién finifa R" la convergencia
débil coincide con la fuerte. En efecto, sea e, ..., e, una base
ortonormal de R" y sea {x,} una sucesién de R" convergente
débilmente al elemento x. Entonces,

(x}p ff)=xé—’(x| e‘-), £=]| 2. eeay

es decir, las primeras coordenadas de los vectores x; tienden a la
primera coordenada del vector limite x, sus segundas coordenadas
convergen a la segunda coordenada del vector x, ete. Pero

entorces,
1

p (xkr x) = ( 2 {xk _xf}s) "_‘Ol
N=1

es decir, {x,} converge fuertemente a x. Puesto que la conver-
gencia fuerte implica la débil, queda demosirada la equivalencia
en R" de estas convergencias.

2. Convergencia débil en I, Para que la sucesién acotada
{x®} converja débilmente a x, es suficiente que se cumplan las
condiciones

- (%, e)=xbh—af=(x, €), i=1,2, ...,
onde

=l 0, 0 ouu)e G=10, 1, 0, weids sos

En efeclo, las combinaciones lineales de los elementos ¢; son
siempre densas en el espacio [, (que coincide, como hemos visto,
con su dual)., Por eso nuestra proposicion se desprende del teo-
rema 2.

Por consiguiente, la convergencia débil de tna sucesioén aco-
tada {x®} de I, significa que la sucesién numeérica de las coor-
denadas x} de estos vectores converge para cada k=1, 2, ...
No es dificil ver que la convergencia débil de I, no coincide
con la fuerte. En efecto, demostremos que la sucesion ey, e,, ..

€, ... converge débilmente al 0 en /,, Toda funcional lineal
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f en I, puede ser representada como el producto escalar f (x) = (x, a)
del vector x€l, por un vector fijo a=(a, a, ...). Por eso,

flen)=ay

y como a,— 0 para n— oo cualquiera que sea a € l,, obtenemos
limf(e,)=0

para cada funcional lineal en [,.

Al mismo tiempo, la sucesién {e,} no converge, en el sentido
fuerte, a ningan limite.

EJERCICIOS. |, Supongamos que la sucesion {x,} de elementos de un
espacio de Hilbert H converge débilmente al elemento x€f de manera que
12y || —= |l x|| para n— . Demuéstrese que en este caso la sucesidn {x,,
converge fucrtemente a x, es decir ||x,—x || — 0.

1. Demuésirese que la proposicion del ejercicio 1 sigue siendo vilida
si se sustituye la condicién ||x, ||—|jx|| por la condicién [Lx,|[=<|(x||
para fodo n o por la condicién Him |x, ] <%

N

3, Sea /{ un espacic (separable) de Hilbert sea @ un subconjunio
suyo acotado, Entonces, la topologia en @ inducida por la topologia débil
del espacio H se puede definir mediante una métrica.

4. Demuéstrese que lodo subconjunto cerrado convexo de un espacio de
Hilbert es cerrado respecto a la topologia débil (en particular, todo subes-
pacio lineal cerrado de un espacio de Hilbert es débilmente cerrado). Dése
un ejemplo de un conjunto cerrade de un espacio de Hilbert que no sea dé-
bilmente cerrado.

3. Convergencia débil en el espacio Cpa, v) de funciones continuas.
Sea {x,(/)}} una sucesion acotada de funciones de Cia, ») comver-
genle débilmente a la funcion x (¢). Entre las funcionales definidas
sobre Cpq, ») se encueniran, en particular, las funcionales §, cada
una de las cuales representa el valor de la funcién en un punto
fijo t, (véase el ejemplo 4 del punto 3 del § 1). Para cada una
de estas funcionales 6, la condicién

L {{)"'"6:,5‘{ f)
significa que
X (Lo} — X (o)

Por consiguiente, si la sucesién {x,(f)} converge débilmente, ella

1) es equiacotada, esto es, |x, ()< C para todon=1,2, ...
y cualquier a<I{=<b;

2) converge en cada punto.

Se puede demostrar que el conjunto de estas dos condiciones
no es sélo necesario sino también suficiente para la convergencia
débil de la sucesién {x,(f})} en Cia, o)

Esta claro que esta convergencia no coincide con la conver-
gencia respecto a la norma de Crg, 4, €s decir, con la convergen-
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cia uniforme de las funciones continuas. (Dése un ejemplo co-
rrespondiente.)

3°. Topologia débil y convergencia débil en el espacio dual.
En el punto 4 del paragraio anterior hemos introducido en el
espacio dual E* la topologia que hemos llamado fuerte y que se
define de la siguiente manera: como sistema de vecindades del
cero se toma la totalidad de los conjuntos de tipo

{1 ()] <e, x€ A},

donde A es un conjunto acotado cualquiera de E y & es un nd-
mero positivo arbifrario. Si ahora consideramos en lugar de
conjuntos acotados todos los subconjuntos finitos A<E, ob-
tendremos la asi llamada fopologia débil en el espacio dual E*.
Como todo conjunto finito A< E es acotado (pero no viceversa,
en general), estd claro que la topologia débil del espacio E* es
mas débil que 1a topologia fuerte de este espacio. En general,
estas dos topologias no coinciden.

La topologia débil, introducida en E*, define en este espacio
una convergencia que se llama convergencia débil de funcionales.
La convergencia débil de funcionales lineales representa un con-
cepto importante que desempefia un papel esencial en diversas
cuestiones del Andlisis Funcional, en particular en la teoria de
las asi llamadas funciones generalizadas, de las cuales hablaremos
en el paragrafo sigujente.

L.a convergencia débil de la sucesién {g,} de funcionales linea-
les significa, evidentemente, la convergencia de esta sucesién en
todo elemento fijo de E. En olras palabras, la sucesién {g,} se
llama débilmente convergente a g€ E*, cuando para cada x€ L
se cumple la relacion

Frn (X) ¢ {X)

Sea E (y, por consiguiente, £*) un espacio de Bauach. Tiene
lugar el siguiente teorema analogo al teorema 1.

TEOREMA 1*. Si {f.} es una sucesion débilmenle convergente de fun-
cionales lineales sobre un espacio de Banach, existe un nidmero
constante C tal que

||qu|récl n-=1' 2, SR

En otras palabras, toda sucesion débilmente convergente de ele-
mentos del espacio, dual a un espacio de Banach, es acotada

respecto a la norma.

La demostracion de esle teorema no difiere en nada de ia
demostracion del teorema 1.

El siguienie teorema es completamenie andlogo al leorema 2.
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TEOREMA 2+ Una sucesion de funcionales lineales {¢p,} de E* con-
verge débilmente a ¢ € E*, cuando
1) esta sucesidn es acofada, esto es

| 9: LG, =1, 2, vvui

2) la relacién (g, x) — (¢, x) se cumple para todos los x, per-
{enecientes a un conjunio tal que las combinaciones lineales de
sus elementos son siempre densas en E.

La demostracién es la misma que para el teorema 2.
Veamos un ejemplo. Sea E el espacio Cpe, 5y de funciones
continuas y sea

@ (x) =x(0),

es decir, sea @ la 8-funcién (véase el § 1, ejemplo 4). Sea, ade-
mas, [p,(f)} una sucesién de funciones continuas que verifican
las siguientes condiciones:

1) . (0=0 para [t| >+, §,(0)=0 para |¢|<
b

2) g (tydt=1.

Entonces, para cualquier funcién x(f) continua sobre {a, ], te-
nemos, empleando el teorema del valor medio,

1

b n

§guit)x(ydt= § @, (t)x(6)dt — x(0) para n— oo.
1

a ——

La expresion 5

§ontt) x (0t

a
representa una funcional lineal sobre Cig, ;. De esta forma la
8-funcién se puede representar como limite, en el sentido de
convergencia débil de funcionales lineales sobre Cig, ¢), de una
sucesion de funciones «corrientes».

Observacion. El1 espacio E* de las funcionales lineales sobre
un espacio E se puede considerar desde dos puntos de vista:
como espacio dual al espacio inicial E o como espacio princi-
pal E*, relacionando con & su espacio dual E*. De acuerdo

1 Consideramos que 0€{a, b]. Se podria, claro estd, tomar en lugar del
punto =0 otro punio cualquiera.
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con esto, la topologia débil puede introducirse en E* de dos
modos: 0 bien como en el espacio de funcionales, definiendo las
vecindades en E* mediante todos los sistemas finitos de elemen-
tos de E, o bien como en el espacio principal mediante el espa-
cio E*. En el caso de un espacio reflexivo esto, por supuesto,
es lo mismo. En cambio, si E no es reflexivo, éstas seran dos
topologias diferentes en E* Para evitar la confusién que puede
surgir aqui, la topologia débil definida en el espacio principal
(esto es, la topologia en E* definida mediante E*) se llamara
topologia débil, mientras que la topologia débil del espacio. de
las funcionales (esto es, la topologia en E®, definida mediante E)
se llamaré fopelogia #-débil. Es evidenie que la topologia #-débil
en E* es mas débil que la topologia débil del espacio E* (es
decir, Ja topologia débil tiene no menos conjuntos abierfos que
la topologia =-débil).

4°, Topologia =-débil en conjuntos acotados. En diferentes

aplicaciones del concepto de convergencia débil de funcionales
lineales desempefia un pape! importante el siguiente teorema.

TeoREMA 3. Si E es un espacio normado lineal separable, cualquier
; sucesion acotada de funcionales lineales continuas sobre E contiene
| una subsucesion débilmente convergenie.

pEMosTRACION. Escojamos en E un conjunto numerable siempre
denso (%, Xay -+ X4 +-+)- SI {g,} €s una sucesin acotada
(respecto a la norma) de funcionales lineales sobre £, la sucesion
numeérica
@ () @al6n)e - PalX)s .-

es acotada. Por eso, se puede extraer de {¢,} una subsucesion

@;”l ¢;’I‘ AL | mf‘!’.]’ R AL
de manera que la sucesién numérica

o () @V (s oo @7 (0 -

converja. Asimismo se puede extraer de la subsucesion {i"'} una
subsucesion

‘p;‘ll, (P?" R ‘P:‘SI' i
de manera que converja la sucesién

q]i” (xz]’ q?‘a” (xz)! eay (Prtl” (xs]’ ik
Continuando este proceso, obtendremos un sistema de sucesiones
q)ill q'l‘ll i1
1 sv---l(p.a'---:

T L S S
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(donde cada una es subsucesion de la_anterior), tal que {@f"} con-
verge en los Funtos Xy» Xgy -« oy X Entonces, tomando la subsuce-
bd

sion «diagona
L R AT

obtendremos una sucesion de funcionales lineales tal que
G )y 0V () - -

converge para todos los . Pero esto significa (en virtud del teo-
rema 2%) que la sucesién o (x), @ (x), ... converge también
para todo x€ E. El feorema queda demostrado.

Este teorema, junto con el teorema 1% indica que en el espa-
cio E*, dual a un espacio separable de Banach, los subconjuntos
acotados, y sélo ellos, son relativamente numerables compactos
en la topologia #-débil. Probemos que, de hecho, tiene lugar
aqui la compacidad y no sélo la compacidad numerable.

Demostremos, ante todo, el siguiente teorema.

TEOREMA 4. La topologia inducida en la bola cerrada unitaria S
del espacio E*, duul a un espacio normado separable E, por la
lopologia x-débil de este espacio se puede definir mediante la
métrica

ot @=22""|(f —& %),
donde {x,} es un conjunte fijo numerable y siempre denso en la
bola unifaria del espacio E

DEMOSTRACION. Estd claro, que la funcién p(f, g) ticne todas las
propiedades de la distancia; ademas, es invariante respecto a las

traslaciones:
p(f+h g-+h)=e(f )
Por eso, basta comprobar que a) cualquier «bola»
Qs = {f:p(f, 0) <¢}

contiene una interseccién de S con alguna vecindad débil del
cero en E* y que b) toda vecindad débil del cero en E* contiene
una interseccion de S con alguna Qg .

Escojamos N de manera que 2*N<—;— y consideremos Ja ve-

cindad débil del cero

VYoo ryn= {1 ) <50 k=12, N
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Entonces, si feSnV, tenemos

N
p(h0)=Z 2| x)+ 3 27" %)<

3 N ®
Q_E,EQ—H + Z 2= e,

n=1 n=N+1

es decir, SNV =Q. . Con esto queda demostrada la proposicion a).
Demostremos la proposicion b). Sea

U=Uy,, oo ym s=1{ |L 9| <8 k=1,2...., m}

una vecindad =#-débil del cero en E*. Podemos admitir que
lyell<<1, B=1,2, ..., m; puesto que el conjunto (x,} es siempre
denso en S, existen unos nfimeros n,, - .., n,, tales que || y,—Xa, HP<

< %, E=1,92,...,m.Sea N=max(n, ..., n,)yseae=2-W+1j,
Enlonces, para f€SN Q. de la desigualdad

3 9-n) ¢, x| <®

=1

obtenemos que |(f, x,)| < 27¢; en particular,
(. Xm) | < 2 <2V =) .
Por consiguiente, para todo k=1, 2, ..., m tenemos

(. gl 12 |1 g% | < F I - gl < 8-

Es decir, Sc@Q.cU. El teorema queda demosirado. Esta claro,
que este resultado se extiende autométicamente a cualquier bola y,
por consiguiente, a cualquier subconjunto acotado M<E*

Hemos demostrado (feorema 3) que de toda sucesién acotada
de E* se puede extraer una subsucesion #-débilmente convergente.
En ofras palabras, en el espacio E*, dual a un espacio normado
lineal separable y provisto de la topologia x-débi!, todo subcon-
junto acctado M es relativamente numerable compacto. Pero, de
acuerdo con el iltimo {eorema, cada conjunto de este fipo esun
espacio topologico metrizable y en el caso de espacios méiricos
la compacidad y la compacidad numerable coincigen. Por consi-
guiente, oblenemos el siguiente resultado.

TEoREMA 3+, Todo conjunto acotade M del espacio E*, dual a un
espacio de Banach separable, es relativamente compacto en el
sentido de la topologia x-débil del espacio E*.
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Si E es un espacio normado lineal separable, toda bola ce-
rrada del espacio (£* b) es cerrada en la topologia =-débil del
espacio E™.

Como una traslacién en el espacio E* transforma toda colec-
cién de conjuntos cerrados (en la topologia #-débil) en si misma,
basta demostrar que en la topologia s-débil es cerrada toda bola
de tipo S.=|{f:||/||<c}. Sea f,€S,. Segin la definicion de la
norma de una funcional, exisle un vector x€E tal que ||x[|=1,

fo(x)=u>c. Entonces, ¢l conjunto u,= {f:f (%) > 9‘;-:—5} esuna

vecindad x-débil de la funcional f, que no contiene ningin ele-
mento de la bola S,; por consiguienie, la bola S, es cerrada en
la topologia =-débil.

De la proposicién demostrada y del teorema 3* se deduce el
siguiente icorema.

TEOREMA 5. Toda bola cerrada del espacio, dual a un espacio nor-
| mado separable, es compacta en la fopologia +-débil,

El teorema 3* represenia un caso particular del siguiente resul-
tado general: si E es un espacio topoldgico lineal localmente con-
vexo, todo subconfunifo acofado de E* es relativamente compacto
en el sentide de la topologia =-débil.

No daremos aqui la demostracion de esta proposicidn gemeral.

§ 4. FUNCIONES GENERALIZADAS

1°. Ampliacién del concepto de funcién, En diferentes cuestio-
nes del Analisis resulta necesario interpretar el término «funcién»
con diferente grado de generalidad. A veces se consideran funcio-
nes continuas, en otros casos es preciso suponer que se trata de
funciones diferenciables una o varias veces, etc. Sin embargo, en
muchos casos el concepto clasico de funcidn resulta insuficiente,
aun cuando sea interpretado en el sentido més general, esto es,
como una regla cualquiera que a todo valor de x del campo de
definicion de esta funcién pone en correspondencia un namero
y=f(x). He aqui dos ejemplos importantes.

1) Es cémodo determinar la distribucion de masas a lo largo
de una recta mediante la densidad de esta distribucién. Sin em-
bargo, si la recta tiene puntos que llevan masas positivas, estd
claro que la densidad de esta distribucién no se puede describir
de antemnano con ninguna funcién «corrienter.

2} Aplicando el aparato del Analisis Matemnatico a unos u otros
problemas, tropezamos con _situaciones, cuando no se pueden
efectuar unas u otras operaciones del Anélisis; por ejemplo, una
funcidn que no tenga derivada (en varios o incluso en todas los pun-
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tos) no se puede derivar, si por derivada se entiende una funcidn
«corrientes. Claro estd que las dificultades de este orden se podrian
evitar limiténdose a considerar solamente funciones, digamos,
analiticas. Sin embargo, tal restriccién del conjunto de funciones
admisibles no es, en muchos casos, deseable.

Por suerte, resutia, sin embargo, que estas dificuitades y otras
semejantes pueden ser superadas con no menos éxito no restrin-
giendo sino ampliando sustancialmente el concepto de funcién,
introduciendo Jas asi llamadas funciones generalizadas. Como
base para introducir las definiciones correspondienfes, nos ser-
vira el concepto de espacio dual, considerado anteriormente.

Subrayamos una vez més, que la introduccién de funciones
generalizadas se debié’ no al deseo de ampliar lo mas posible
los conceptos del Andlisis sino a problemas absolutamente con-
cretos. De hecho, en la Fisica estos conceptos se empleaban ya
desde hace mucho tiempo, en todo caso anies de que atrajeron
la atencién seria de los matematicos. Antes de pasar a las
definiciones exactas, expongamos la idea principal.

Sea f una funcién fija definida sobre la recta e integrable en
cada intervalo finito y sea g una funcién continua que se anula
fuera de un intervalo finito (tales funciones se llamarén en lo
sucesivo ferminales). A cada funcién ¢ de esie tipo se puede
poner en correspondencia mediante la funcién fija f el ntmero

(ho)={ feowde (1)

(debido a la terminalidad de ¢ (x), la integral se toma, de hecho,
respecto a un intervalo finito). En otras palabras, la funcion f
se puede considerar como una funcional (lineal, debido a las
propiedades principales de la integral) definida sobre un espacio
de funciones terminales. Sin embargo, las funcionales de tipo (1)
no son las tnicas que se pueden definir en este espacio; por
ejemplo, haciendo corresponder a cada funcién ¢ su valor en el
punto x=0, obtendremos una funcional lineal que no se puede
representar en la forma (1). De manera que las funciones f(x) sc
incluyen de un modo natural en un copjunto mis amplio, el
conjunto de todas las funcionales lineales sobre funciones termi-
nales.

El conjunto de funciones ¢ se puede escoger de diversas mane-
ras; podrian tomarse, por ejemplo, todas las funciones terminales
conjuntas. Sin embargo, como veremos més adelante, conviene
sujetar las funciones admisibles @ no solo a las condiciones de
continuidad terminalidad sino también a unas condiciones sufi-
cientemente rigidas de diferenciabilidad.
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2°. Espacio de funciones bdsicas. Pasemos ahora a las defini-
ciones precisas. Consideremos sobre la recta el conjunto K de
todas las funciones terminales ¢ que tienen derivadas continuas
de todos los érdenes !, Las funciones, pertenecientes a K, consti-
tuyen un espacio lineal (con las operaciones habituales de adicién
de funciones y multiplicacién de éstas por nimeros). En este
espacio no se puede introducir una norma que sea conveniente
desde el punto de vista de la feoria que se expone a continua-
cién; sin embargo, resulta natural definir en él del siguiente modo
el concepto de convergencia.

La sucesion {g,} de elementos de K se llama convergente a la
funcién ¢ € K, cuando: 1) existe un intervalo fuera del cual se
anulan todas las ¢,; 2) la sucesion {pi} de derivadas de orden® k
(=1, 2,...) converge uniformemente en este intervalo a ™.

El espacio lineal K con la convergencia que hemos definido
en €l se Ilamard espacio bésico y sus elementos, funciones bésicas.

No es dificil deseribir la topulogia de K que induce la convergencia
definida en K. Esla topulogia es generada por un sistema de vecindades del
cero tal que cada vecindad se determina por un sistema {inito v, ..., Y
de funciones continuas positivas y consta de todas aquellas funciones de X
que verifican para todo x las desigualdades

{0 <) .oh 19 (2)] <y ().

Dejamos a cargo del leclur la demostracién de que esta topologia genera
efectivamente la convergencia en X descrita anteriormente. Sefialemos, que
en K existen también otras topologias que generan esta convergencia,

EJERCICIO. Sea K, el subespacio del espacic K compuesto por {odas las
funciones pE€X que son iguales a 0 fuera del segmento [— m, m]. En el
espacio K, se puede definir una estructura de espacio normado numcrable,
si tomamos

= (%) . n=0,1,2 ...
Nl nlasllil?mw ). n
X|=m

Compruébese que la topologia (convergencia de sucesiones, respectivamente)
del espacio K, generada por este sistema de normas coincide con la topolo-
gia (convergencia, respectivamente) inducida en X Tor la lopologia (conver-
gencia) del espacio K descrita anteriormente. Esléwc aro que Ko K.c...
o

v CKpe. ..y que K= U K,. Demuéstrese que un conjunto Q C K es

m=1
acotado respecto a la topologia delinida en K, cuando, y sélo cuando, existe
un m tal que Q es un subconjunto acotado del espacio norrqadu nume-
rable K. Sea T una funcional lineal sobre el espacio K; demuéstrese que

1) El intervalo, fuera del cumal la funcidn ¢ es igual a 0, puede ser
diferente para distintas g €K.

2} Por derivada de orden cero se comprende, como de costumbre, l1a
propia funcién.
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las euatro siguientes condiciones son equivalentes: (a) la funcional T es
continua respecto a la topologia del espacio K; (b) la funcional T es aco-
tada en fodo conjunto acotado @ C K; (c} si @,EK y ©,— 0 (en el caso
de 1a convergencia de sucesiones definida en K}, T (p,} — 0; (d) para todo m
la resiriccién T, de la funcional T al subespacio K, < K es una funcional
continua sobre K.

3°. Funciones generalizadas.
pEFINICION 1. Se llama funcién generalizada (definida en la recta
— o0 < x < 0o} a toda funcional lineal continua T (g) sobre el
espacio basico K. La continuidad de la funcional se entiende aqui
en el sentido de que T (g,)— T () cuando la sucesién ¢, con-
verge a ¢ en el espacio basico K.

Observemos, ante todo, que toda funcién f(x) integrable en un
intervalo finito cualquiera genera una funcién generalizada. En
efecto, Ja expresién

"

T@= § F)e@ads @)
es una funcional lineal continua en K. Estas funciones generali-
zadas se llamardn en lo sucesivo regulares, mientras que todas
las demés, esto es, las que no pueden representarse en la forma (2},
se llamaran singulares.

Indiquemos algunos ejemplos de funciones generalizadas singu-
lares,
1. «b-funciéns:
T(@)=1¢(0)

Ella es una funcional lineal en K, es decir, de acuerdo a la ter-
minologia convenida mas arriba, una funcién generalizada. Esta
funcional se representa generalmente en la forma

§ 809 ¢, @)
donde por &(x) se entiende una «funciéns que es igual a cero para
todo x==0 y se convierle en el infinito en el punto x=0 de
marnera que

g §(x)de=1.

En el § | hemos considerado ya la §-funcion como una fun-
cional en el espacio de todas las funciones continuas definidas en
un segmento. Veremos, sin embargo, que la consideracion de la
8-funcion como una funcional sobre K tiene determinadas ventajas.
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2. «8-funcion desplazadar. Sea
T(9)=wo (@

De acuerdo con la denotacidén (3), es natural representar esta fun-
cional en la forma
§ 8r—a)g(x)dr. (4)
3. «Derivada de la 8-funcién». A cada ¢ €K se pone en co-
rrespondencia el nimero —-’(0). Mas adelante explicaremos por
qué es natural considerar esta funcional como derivada de la fun-
cional sefialada en el ejemplo 1.

4. Consideremos la funcién —;— Ella no es integrable en ningiin

intervalo que contenga el punto cero. Sin embargo, para cada
P €K la integral

?qn(»r)}dx

existe y es finita en el sentido del valor principal. En efecto,
L P b b

: 1 1 ’ — {0 0

(o0 pax= o pde= (HO720 44 (2D ax.

Aqui (a, b) es el infervalo fuera del cual ¢ se anula. En la
primera de estas integrales bajo el signo de la integral aparece
una funcién acotada, mientras que la segunda integral, compren-
dida en el sentido del valor principal, es finita. De esta forma,

1 ; ' < i
~ s una funcional sobre K, es decir, una funcién generalizada.

Se puede demostrar que ninguna de las funciones generalizadas

sefialadas en los ejemplos I, 2, 3 y 4 es regular (es decir, no

puede representarse en la forma (2) cualquiera que sea la funcion
localmente integrable).

4°, Operaciones con funciones generalizadas. El conjunto de
funciones generalizadas es el espacio lineal dual a K. Por consi-
guiente, en este conjunto estan definidas las operaciones de adi-
cién y multiplicacién por miimeros. Es evidente, ademas, que
ara las funciones generalizadas regulares, es decir, para las
Funciones «corrientes» sobre la recta, su adicién como funciones
generalizadas (esto es, como funcionales lineales) coincide con la
operacién habitual de adicién de funciones. Lo mismo se reliere
a la multiplicaciébn por nimeros.
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Introduzcamos en el espacio de funciones generalizadas la
operacién de paso al limite. Diremos que la sucesién de funcio-
nes generalizadas {f,} converge a f, cuando para cada @€K se
cumple la relacién

(fr 9)— (f) @)

En otras palabras, definimos la convergencia de funciones gene-
ralizadas como la convergencia «-débil de funcionales lineales
sobre K. El espacio de funciones generalizadas provisto de esta
convergencia se denofara mediante K*.

Si @ es una funcién indefinidamente diferenciable, es natural
definir el producto de @ por la funcién generalizada f mediante
la f6rmula

(C‘f: CP)=(|F! o)

(la"expresién del miembro derecho tiene sentido, ya que g€ K).
Todas estas operaciones, adicion y multiplicacién por nimeros y
funciones indefinidamente diferenciables, son continuas.

No introducimos el concepto de producto de dos funcjones
generalizadas. Se puede demostrar que es imposible definir este
producto si se quiere que esta operacién sea continua y que,
ademaés, coincida para las funciones generalizadas regulares con
la multiplicacion corriente de funciones.

Definamos ahora la operacién de diferenciacién de funciones
generalizadas y examinemos sus propiedades.

Sea primero T una funcional de K definida mediante una
funcién f diferenciable (en el sentido corriente):

o

T(e)= { f()ewadx

Es natural definir su derivada como la funcional —‘% dada
mediante la i6rmula

L= { Feewd

Empleando la férmula de integracién por partes y teniendo en
cuenta que toda funcién bésica ¢ se anula fuera de un intervalo
finito, obtenemos

F o= {Fwewa=— (@@
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de esta forma, hemos obtenido para % una expresién en la que

no figura la derivada de f. Eslas consideraciones sugieren la
siguiente definicion.

DEFINICION 2. Se llama derivada % de la funcion generalizada T
a la funcional definida mediante la formula

@ =—T )

Esta claro que la funcional definida mediante esta férmula es
lineal y continua, es decir, representa una funcién generalizada.
Analogamenie se definen la segunda, la tercera, etc. derivadas.

Denotando la funcién generalizada medianle el simbolo f,
denotaremos su derivada (comprendida en el sentido que acaba-
mos de definir) mediante el simbolo corriente '

Directamente de la definicién de la derivada de una funcion
generallzada se deduce la validez de las proposiciones siguientes:

oda funcidn generalizada tiene derivadas de fodos los drdenes.

2. S: una sucesion [} de funciones generalizadas converge a
una fancicn generalizada [ (en el sentide de la definicion de
convergencia de funciones generalizadas), la sucesion {f;} de deri-
vadas converge a la deriveda |' de la funcidén limife. Esto equivale
4 que toda serie convergente compuesta por funciones generalizadas
se puede derivar iérmino a término cualquier niimero de veces.

Veamos algunos ejemplos.

I. De lo expuesto anteriormente se ve que siendo f una funcién
regular (es decir, «verdadera») cuya derivada existe y es continua
(o continua a trozos), la derivada de ella, como de funcién
gengragezada. coincide con su derivada en el sentido corriente.

. Sea

j 1 para xZ=0,
FHE- | 0 para x < 0.
Esta funcién define la funcional lineal

)

¢ 9)=§ o) dx.
0

De acuerdo con la definicién de la derivada de una funcién
generalizada, tenemos

(', 9)=—(} ¢)= —§ ¢ (9) dx = (0)
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{(puesto que @ es igual a 0 en el infinito). Por consiguiente, la
derivada de la funcion (5) (de la «funcién salto unidad») es la
8-funcion.

3. De los ejemplos | y 2 se ve claramente que si f es una
funcién que en los puntos x,, x,, ... tiene saltos iguales a h,,
hy ... respectivamente y es diferenciable en los demés puntos
(en el sentido corriente), su derivada (como de una funcién gene-
ralizada) representa la suma de la derivada corriente f° (en los
puntos donde ésta existe) mas la suma de tipo

2);‘-6 (x=—1x,).

4. Aplicando la definicion de derivada de una funcién gene-
ralizada a la 8-funcién, obtendremos que esta derivada representa
la funcional que en cada funcion ¢ €K toma el valor —¢@’ (0).
Es precisamente la funcional que hemos denominado ya «derivada
de la 8-funciény.

5. Consideremos la serie

stnnx
21 L (6)

Su suma representa una funcién de periodo 2z que en el intervalo
(—m, m) se define medianfe las férmulas

n';x para —a< x<0.

3—?2-5 para 0 < x<m
F)=

La derivada generalizada de esta funcién es igual a

gt X, 6 (x—2kn). )

h==mn

Represenfa una funcién generalizada (al aplicarla a cualquier

funcién terminal ¢ (x) siempre obtendremos solamente un nimero

finito de sumnandos diferentes de cero). Por otro lado, derivando
o

sennx

{érmino a {érmino la serie Z =

=1

obtenemos una serie diver-

gente
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Sin embargo, en el sentido de convergencia de funciones gencra-
lizadas, esta serie converge (y precisamente a la expresion (7)).
Por consiguiente, el concepto de funcidn generalizada permite dar
un sentido completamente determinado a la suma de una serie
que en el sentido corriente diverge. Lo mismo se refiere a muchas
integrales divergentes. Con situaciones de este fipo se tropieza
frecueniemente en la teorfa cudntica del campo y en ofras varias
ramas dc la Fisica Tedrica.

5°. Suficiencia del conjunio de funciones bisicas. Hemos
definido las funciones generalizadas como funcionales lineales sobre
un espacio, el espacio K de funciones terminales indefinidamente
diferenciables. En general, podiamos cscoger el espacio bdsico de
alguna otra manera. Veamos las consideraciones que pueden deter-
minar la seleccién de uno u otro espacio para el espacio de funciones
basicas. Sujetando los elementos de K a las exigencias rigidas de
terminalidad y diferenciabilidad indefinida, hemos oblenido con
ello, en primer lugar, un conjunte suficientemente amplio de
funciones generalizadas (foda restriccion del espacio bésico lleva,
evideniemente, 2 la ampliacién del espacio dual) y, en segundo
lugar, una gran liberfad para aplicar a las funciones generalizadas
las opcraciones principales del Anélisis (paso al limite, diferen-
ciacion). Pero al mismo tiempo el espacio de funciones basicas
no puede ser muy restringide. Debe tener un nimero suficiente
de elementos para que mediante ellos se puedan distinguir dos
funciones diferentes. Hablando con mas rigor, si f, y [, son dos
funciones integrables (es decir, dos funciones generalizadas regu-
lares), debe existir un elemento ¢ del espacio basico tal que

§ hemde § 1, ()9 (dx. @®)
Comprobemos que el espacio K satisface esta condicién. Con mas
precision, sean f, y f, dos distintas funciones continuas (y, por
consiguienie, localmente iniegrables) sobre la recta. Entonces,
existe una funcion ¢ € K tal que se cumple la condicion (8).

En efecto, pongamos f(x)=f,(x)—f,(x). Si f(x) 0, existe
un punfo x, tal que f(x,}=0. Entonces, f(x}==0 y conserva su
signo en un intervalo {&, B) que contiene el punio x,. Conside-
remos la funcidn

1 1
e F-eF. =B’ para a < x < B,

para los demis x,

P (x)=

Esta funcién se anula fuera de (, P) y es positiva dentro de
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este intervalo; ademas, tiene derivadas de todos los drdenes, de
manera que ¢ € K. Es evidente que

© B
{ i edr={f(x) e dx 0.

Luego, hemos demostrado que el espacio K contiene un ndmero
suficientemente grande de funciones para que sea posible distin-
guir dos funciones continuas cualesquiera V.

6°. Reconstruccion de una funcion por su derivada. Ecuaciones
diferenciales en la clase de funciones generalizadas. Las ecuacio-
nes diferenciales son una de las regiones principales de aplicacion
de la teoria de funciones generalizadas. Fueron precisamente las
ecuaciones diferenciales que estimularon, en gran medida, el
desarrollo de la teorfa de funciones generalizadas. Estas aplica-
ciones estdn relacionadas, en general, con ecuaciones en derivadas
parciales y su estudio detallado sale de los margenes de este
libro. Sin embargo, consideraremos aqui «lgunas cuestiones mads
sencillas, relacionadas con la solucién de ecuaciones diferenciales
(ordinarias) con funciones generalizadas. Comencemos por la
ecuacion elemental de tipo

y'=F(x)
(f (x) es una funcién o bien generalizada o bien «corrienie»), es
decir, por el problema de reconstruccién de una funcién a partir
de su derivada.

TEOREMA 1. Sdlo las constantes son soluciones (en la clase de fun-
ciones generalizadas) de la ecuacion

y' =0. (9)
DEMOSTRACION. La ecuacién (9) significa que
(v 9)=(y. —¢')=0 (10)

para toda funcién basica ¢ € K. La igualdad (10) define la fun-
cional y sobre el conjunto K de funciones basicas, cada una de
las cuales puede representarse como derivada de cierta funcion
bésica.
Una funcién basica @, puede representarse como derivada de
otra funcién basica si, y solo si,
o
{ @, (ydx=0. (11)
-8
1} Esta proposicién se puede exfender también a funciones subsianecial-
mente més generales que las continuas, pero para ello habria que recurrir al

concepto de integrabilidad segin Lebesgue, del cual hablaremos en el capi.
lulo VI,

8 M 2150
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En efecto, si g, (x)=g;(x), tenemos
o

§ ma(dr=g, (0 %a=0. (12)

—=

Viceversa, si se cumple la igualdad (11}, la expresidn

@)= § o0d (13)
es una funcidn indefinidamente diferenciabte y, ademds, terminal
debido a (12). Su derivada es ¢, (x). Observemos ahora que toda
funcién bésica ¢ se puede representar en la forma

P=1, TPy
donde ¢, es una funcidn basica fija que verifica la condicidn

§ etde=1,
¢ ¢s una conslante y ¢, (x) es ial que Scpu (x)dx=0. En efecio,
basta tomar -
c= fo0dr y g =g ()—0, (0 § e()dv.

Por consiguiente, al definir el valor de la funcional (=:funcion
generalizada) y para la funcion basica g, (x), a funcional resulta
univocamente determinada en todo el K. Poniendo (y, o} =,
obtenemos

W n=a § o@dr={ agdx,

es decir, fa funcién generalizada y es la constante o, que es lo
que necesitibamos demostrar. De aqui se deduce que si para dos
funciones generalizadas f y g se cumple la igualdad [ =g, s¢
tiene f—g=const.

Consideremos ahora la ecuacidn

y'=f) (14)

donde f(x) es una funcién generalizada. Probemos que para todo
fEK* la ecuacién (14) tiene una solucién perteneciente a K*.
Es natural Hamar esta solucidén primifiva de la juncion genera-
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lizada f. La ecuacién (14) significa que

x
w.—w=wz@ALm=Q'5vmﬁ) (15)
para cualquier funcién basica @€ K. Esta igualdad define el
valor de la funcional y pard todas las funciones bésicas que
pueden ser representadas como ¢', donde @€ K. Como hemos
visto al demostrar el teorema I, cualquier elemento ¢ € K puede
representarse en la forma

=G0+ 0 (0 | 0 (x)dx,

-

donde «, es la derivada de una funcién ¢*€K y g, (x) es un
o°w

elemento fijo de K que verifica la condicién g @, (x)ydx=1. Si

lomamos, ademds, (y, ¢,)=0, la funcional y_wquedarél definida
en fodo el K.

., )=, m=(\f. { po@a).

Es facil comprobar que esta funcional es lineal y continua. Ade-
mis, satisface la condicion (14). En efecto, para todo ¢ €K

x

w. o=t =1, { ¥ @ d&>={f. i

Luego, para cada funcién generalizada f(x) existe una solucion
de la ecuacién

y =i
es decir, cada funcién generalizada tiene primitiva. Segin el
teorema 1, esta primitiva se define univocamente, a menos de
una constante aditiva arbitraria, por la funcién f(x}.
Los resultados obtenidos se pueden extender facilmente a sis-
femas de ecuaciones lineales. Nos limitaremos aqui a dar los
enunciados correspondientes, omitiendo las demosiraciones.

Consideremnos un sistema homogéneo de n ecuaciones lineales
con n funciones incégnitas

!f;::k;a;k(x)ym i=1,2 ..., m (16)

gr
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donde «,, son funciones indefinidamenie diferenciables. Este sis-
tema tiene una determinada cantidad de soluciones «cldsicass (es
decir, soluciones que representan funciones «corrientes» y, ademas,
indefinidamente diferenciables). Se puede demostrar que, en Ia
clase de funciones generalizadas, el sistema (16) no tiene ninguna
otra solucién.

Para un sistema no homogéneo de tipo

H;=z] Giple+Fiv (17)

donde f; son funciones generalizadas y a;, funciones corrientes
indefinidamente diferenciables, existe en la clase de funciones
generalizadas una solucién que, salvo una solucién arbitraria del
sistema homogéneo (16), es fnica.

Si en el sistema (17) no sélo a;; sino también f; son funcio-
nes «corrientesy, todas las soluciones que este sistema tiene en K’
también resultan ser funciones corrientes.

7°. Algunas generalizaciones. Hemos considerade mas arriba
funciones generalizadas «de una variable real», esto es, funciones
generalizadas sobre la recta. Es posible, basindose en las mismas
ideas, introducir funciones generalizadas sobre un conjunto aco-
tado, digamos, sobre un segmenio o una circunferencia, asi como
funciones generalizadas de varias variables, funciones generali-
zadas de argumento complejo, etc. Ademas, incluso para las fun-
ciones generalizadas sobre la recta, la definicion dada anterior-
mente no es la inica posible. Veamos brevemente algunas de
estas generalizaciones y modificaciones del concepto de funcion
generalizada.

a) Funciones de varias variables. Consideremos en el espacio
n-dimensional el conjunto K* de funciones ¢(x,, %, ..., %)
que tienen derivadas parciales de todos los érdenes respecio a
todos sus argumentos y tales que cada una de estas funciones se
anula fuera de un paralelepipedo

o x<h, i=1,2, ..., n

El conjunto K" representa un espacio lineal (con las habituales
operaciones de adicién de funciones y multiplicacion de las mismas
por niimeros), en el cual se puede definir una convergencia del
siguiente modo: g, — ¢, cuando existe un paralelepipedo

a,—é“x,‘{b;, l=1, L 1

fuera del cual se anula cada una de las funciones ¢, y cuando
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en este paralelepipedo se tiene uniformemente

pp Fp 1
e )

cualesquiera que sean r, o, ..., ¢, Una funcién generalizada
de n variables es cualquier funcional lineal continua sobre K™.
Toda funcién f(x) «corriente» de n variables, integrable en cual-
quier recinto acotado del espacio n-dimensional, es, al mismo
tiempo, una funcién generalizada. Los valores de la funcional
que le corresponde vienen dados por la férmula

h o={imoewds (x=(x, ..., x) dx=dx, ... dx,).

Al igual que en el caso de n=1, diferentes funciones continuas
determinan diferentes funcionales (es decir, representan diferentes
funciones generalizadas).

Para las funciones generalizadas de n variables los conceptos
de paso al limite, de derivada, etc. se introducen con los mismos
métodos que en el caso de una variable. Por ejemplo, las deri-
vadas parciales de una funcion generalizada se introducen median-
te las férmulas

FF () 1Y g (x)
(6::"1" ee 2% (;)(x)) =N ('f ), o Las axf;‘")'
De aqui se desprende que cada funcion generalizada de n varia-
bles tiene derivadas parciales de todos los 6rdenes.

b) Funciones generalizadas complejas. Escojamos ahora para
las funciones basicas el conjunto de funciones terminales, indefi-
nidamente diferenciables sobre la recta, que toman valores com-
plejos. Las funcionales lineales sobre el espacio K de estas fun-
ciones es naiural llamarlas funciones generalizadas complejas.
Recordemos que en un espacio lineal complejo existen funcionales
lineales de primera y segunda especie. Las primeras satisfacen la
condicién (= es un numero)

f, doy=a(f, 9)

y las segundas, la condicidn
(F, o) =a(f, @)

Si f{x) es una funcién corriente de valores complejos sobre la
recta, se le puede asignar una funcional lineal de primera especie

socbre K de dos modos

¢, oh= § F) o) de (18,)
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}:
w

¢, @)= § FH 9 dx. (18,)

~m

A esta misma funcidn f(x) se le pueden asignar dos funcionales
lineales de segunda especie, a saber:

]

D= F) P dr (18,)
¥
(9= e @adx. (18,)

—->

La seleccion de una de estas cuatro posibilidades significa una
manera determinada de inmersion del espacio de funciones «co-
rrientes» en el espacio de funciones generalizadas. Las operaciones
con las funciones generalizadas complejas se definen analogamente
al caso de funciones reales.

¢) Funciones generalizadas sobre una circunferencia. A veces
coriviene considerar funciones generalizadas definidas sobre un
conjunto acotado. A titulo de ejemplo més sencillo, consideremos
las funciones sobre una circunferencia. Por espacio de funciones
basicas tomaremos el conjunto de todas las funciones indefinida-
mente diferenciables sobre una cincunferencia definiendo para
ellas las operaciones de adicién y multiplicacion por nimeros
del modo habitual. La sucesién {,(x)} de funciones de ecste
espacio se llama convergente, cuando para cada k=0, 1, 2, ...
converge uniformemente sobre toda la circunferencia la sucesion
de derivadas {p% (x)}. Puesto que el conjunto de argumentos (la
cincunferencia) es, en este caso, acotado, la condicién de termi-
nalidad de las funciones béasicas desaparece autométicamente.
Las funcionales lineales sobre este espacio se llamaran funciones
generalizadas sobre la circunferencia. Toda funcién corriente sobre
la circunferencia se puede considerar como una funcién periédica
definida sobre la recta. Extendiendo esta idea a las funciones
generalizadas, se puede identificar las funciones peneralizadas
sobre la circunferencia con las funciones generalizadas periddicas.
Es natural entender por funcién generalizada periddica (de pe-
riodo @) una funcional f que verifica la condicion

(F(x) ex—a)y=(f(x), @ (x)

para toda funcién basica ¢. Como ejemplo de funcion generali-
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zada periédica puede servir la funcion

-] - -]
1
2 oS nx = —- -7 Z 8 (x—2km),
n=1 k=—w
que ha sido mencionada anteriormente.

b) Otros espacios bdsicos. Hemos definido mas arriba las fun
ciones generalizadas sobre la recta como las funcionales lineales
sobre el espacio K de funciones terminales indefinidamente dife-
reniciables. Sin embargo, esta seleccién del espacio bésico no es
la vinica posible. Por ejemplo, en lugar del espacio K de fun-
ciones terminales, se podria haber tomado el espacio, algo maés
amplio, de todas las funciones g (x) indefinidamente diferenciables
sobre la recta que decrecen, junto con sus derivadas, mas rdpido
que cualquier potencia de T—::T Hablando con més precision, ad-
mitiremos que ¢ (x) pertenece al espacio basico, que denotaremos S,

cuando para cualesquiera fijos p, ¢=0, 1, 2, ... existe una
constante C, , (que depende de p, ¢ ¥ @) tal que
|7 g0 (x) | < Cppe —o00 < x < 00, (19)

La convergencia en S se define del siguiente modo: la sucesién

{9, (x)} se llama convergente hacia ¢(x), cuando para cada
= , 2, ... la sucesion {g% (x)} converge uniformemente en

cualquier intervalo finito y cuando en las desigualdades

[ 7 @ (x) | < Cpy

las constantes C,, se pueden escoger de manera que no dependan
de n.

De esta forma se obtiene un conjunio de funciones generali-
zadas algo méas reducido que en el caso del espacio K. Por
ejemplo, la funcién

fro=e"

es una funcional lineal continua sobre K, pero no sobre S. Es
comodo tomar S por espacio basico al considerar, por ejemplo,
la transformacion de Fourier de funciones generalizadas. En ge-
neral, como ha demostrado el desarrollo de la feoria de funciones
generatizadas, no es necesario sujetarse a una eleccién deferminada
del espacio bisico, sino que conviene variarla segin los problemas
que se consideran. Sin embargo, es necesario requerir de manera
esencial que, por un lado, haya sun nfimero suficientemente
grande» de funciones basicas (para que se pueda mediante ellas
distinguir Jas funciones «orrientess, mas rigurosamente, las fun-
cionales regulares) y que, por ofro lado, estas funciones basicas
sean diferenciables suficiente nimero de veces.
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EJERCICIO. Comipruébese que en el espacio § se puede introducir una es-
tructura de espacio pormado numerable, tomando, por ejemplo,

Newll 3 sup =[0+|x]Her (9],
p+i=n —wL i< w
Qgicp
[ ]

que la convergencia de sucesiones en este espacio normado numerable
equivale a la convergencia definida mds arriba.

§ 5. OPERADORES LINEALES

1°. Definicion y ejemplos de operadores lineales. Sean E y E,
dos espacios topologicos lineales. Se llama operador lineal que
actiia de E en E, a toda aplicacién

y=Ax (x€E, yekE,).
que verifica la condicién
A (o, + El)-'g) == an] =+ ﬁAXi.

El conjunto D4 de todos los x € E para los cuales esta definida la
aplicacién A se llama campo de definicién del operador A; en
general, no se supone que D,=F; sin embargo, siempre admiti-
remos que D4 es una variedad lineal, esto es, que si x, y€D,,
también ax--py€ D4 para fodos los @, f

Un operador A se llama confinuo en el punio x, € D ,, cuando
para cualquier vecindad V del punto y, = Ax, existe una vecindad U
del punto x, tal que Ax€V siempre que xeUnD, El opera-
dor A se llama confinuo, cuando es continuo en cada punto x€ D ;.

No es dificil probar que, cuando E y E, son espacios nor-
mados, esta definicion equivale a la siguiente: un operador A se
llama continuo, cuando para cualquier e > 0 existe un § > 0 tal
que de la desigualdad

|« —x"|| <& (', x"€D,)
se deduce
| Ax"— Ax" || < e.

Esta claro que el concepto de funcional lineal, introducido al
principio de este capitulo, es un caso particular de operador
lineal. Es decir, una funcional lineal es un operador lineal que
transforma el espacio dado E en la recta numérica E,. En esta
suposicién, las definiciones de linealidad y continuidad, que hemos
enunciado para un operador lineal, se transforman en las corres-
pondientes definiciones que hemos introducido con anterioridad
para las funcionales. :
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Del mismo modo, una serie de conceptos y resultados que se
exponen a continuacién para los operadores lineales, representan
una generalizacién suficiente automatica de los resultados expues-
fos ya en el § 1 de este capitulo para el caso de funcionales
lineales.

Ejemplos de operadores lineales.

1. Sea £ un espacio lineal topoldgico. Pongamos

Ax=x para fodo x€E.

Este operador, que iransforma cada elemento del espacio en
si mismo, se llama operador unidad.
2. 8i E y E, son dos espacios topolégicos lineales arbitrarios y

Ox =10 para todo x€ E

(aqui 0 es el elemento cero del espacio E,), se dice que O es el
operador nulo.

3. (Forma general de un operador lineal que transforma un
espacio de dimensién finita en otro de dimension finita). Sea A
un operador lineal que transforma el espacio R" de n dimensiones
con la base e,, ..., g, en el espacio R™ de m dimensiones con
la base f,, ..., fa- Si x es un vector arbitrario de R", tenemos

:‘!1
r= {:2(. X;e;

y, debido a la linealidad del operador A4,

)
Ax =:=2i x;Ae;.
De manera que el operador A queda definido si se conoce en
qué transforma los vectores e,, ..., e, de la base. Consideremos
el desarrollo del vector Ae; seglin la base f,, ..., f,. Tenemos

"
Ag;= Y a, f.
1 5;1 it

De aqui se ve que el operador A se define por la matriz de los
coeficientes a;;. La imagen en R™ del espacio R" represenia_un
subespacio lineal cuya dimensién es igual, evidentemente,¥ al
rango de la matriz |[a;;|/, esto es, no es mayor, en todo caso,
que n. Sefialemos que en un espacio de dimensién finita todo
operador lineal es automaticamente continuo.

4. Consideremos el espacio de Hilbert H y un subespacio H,
suyo. Desarroliando H en la suma directa del subespacio H, y
su complemento ortogonal, es decir, representando cada elemento
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he H en la forma
fl=fll+h| (klEHll h’EJ—Hl)
podemos tomar
Ph=h,.
Es natural llamar este operador P operador proyectivo, que
proyecta todo el H sobre H,. La linealidad y continuidad se

comprueban sin dificuliad.
5. Consideremos en el espacio de funciones continuas sobre

el segmento [a, b] el operador dado mediante la f6rmula
b
v)= K6 Do)ds, )

donde K (s, £} es una funcién fija continua de dos variables.
La funcién v (f) es confinua cualquiera que sea la funcion con-
tinua ¢(s), de manera que el operador (1) transforma et espacio
de funciones continuas en si mismo. Su linealidad es obvia.
Para poder hablar de su continuidad, es necesario sefialar pre-
viamente la topologia que se ha tomado en nuestro espacio de
funciones continuas. Proponemos al lector demostrar la continui-
dad de este operador en los casos en que a) se considera el es-
pacio Cpa, 5, esto es, el espacio de funciones continuas con la
norma [[@|l=max|q(f)|; b) se considera el espacio Cha. »1» €5
1

I e
decir, u«p”={\g¢’(z)dt) ;
a
6. Consideremos en el mismo espacio de funciones continuas el
operador
P ()=, ()9 (1),
donde @, (¢) es una funcién coniinua fija. La tinealidad de esfe

operador es evidente. Demuéstrese su continuidad en el caso de

las normas senaladas en el ejemplo anterior.
7. Uno de los ejemplos de operador lineal mas importantes
para el Analisis, es el operador de diferenciacién. Puede ser con-

siderado en diferentes espacios.
a) Consideremos el espacio de funciones continuas Cia, o7 v el

operador
DE(t)=["(t)

ue actia en éi. Este operador (que consideramos que aclia de
ta, 21 en Cpa, 5j otra vez) estd definido, evidentemente, no en
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fodo el espacio de funciones continuas, sino en la variedad
lineal de funciones que tienen derivada continua. El operador
D es lineal, pero no es continuo. Esto se ve, por ejemplo, de
que la sucesién
sen nt

mn

@, ()=

converge a 0 (en la métrica de C, ), mientras que la sucesién
Dy, (1)=rcos nt

no converge.

b) El operador de diferenciacion puede ser considerado como
un operador que actiia del espacio D, de funciones con derivada
continua sobre [a, b] con la norma

[ lly=max|g ()} |+ max |’ (f)]

en el espacio Cig, p. En este caso el operador D es lineal y con-
tinvo y transforma todo el D, en todo el Ciq, 5

¢) No resulta muy conveniente considerar el operador de
diferenciacion como un operador que acitia de D, en Ciq, 5, va
que, a pesar de oblepmer en este caso un operador continuo defi-
nido sobre todo el espacio, este operador no se puede aplicar
dos veces a cualquier funcién de D,. Es mas comodo considerar
el operador de diferenciacién en un espacio aim mas reducido
que D,, en el espacio D, de funciones indefinidamente dileren-
ciables sobre [a, b], cuya topologia se define mediante un sistema
numerable de normas

[t ll=sup loe® ] 1" @] wens (OO

El operador de diferenciacion transforma esie espacio en si
mismo y, como es ficil de comprobar, es coniinuo sobre este
espacio.

d) Las funciones indefinidamente diferenciables constituyen
una clase muy reducida. Las funciones generalizadas ofrecen la
posibilidad de considerar el operador de diferenciacion como un
operador definido en un espacio substancialmente mas amplio y,
al mismo ijempo, como un operador continuo. En el parégrafo
anterior hemos hablado ya de cémo se define la operacion de
diferenciacion para las funciones generalizadas. De lo alli ex-
puesto se desprende que la diferenciacién es un operador lineal
en el espacio de funciones generalizadas y que, ademés, es con-
tinuo en el sentido de que de la convergencia de la sucesion
{f=(8)} de funciones generalizadas hacia [(f) se deduce la con-
vergencia de la sucesion de sus derivadas hacia la derivada de
la funcién generalizada f(¢).
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2°, Continwidad y acotacion. Un operador lineal que actia
de E en E, se llama acotado, cuando estd definido sobre todo
el E y transforma cada conjunto acotade en un conjunto fam-
bién acofado. Entre la acofacién y la continuidad de un opera-
dor lineal existe una relacién estrecha y tienen lugar las siguientes
proposiciones.

1. Todo operador continuo es acofads.

En efecto, sea M < E_un conjunto acotado y sea AM c E,
un conjunto no acotado. Entonces, existe en E, una vecindad V

del cero tal que ninguno de los conjunios % AM esta contenido
en V. Pero en este caso, existe una sucesién {x,} = M tal que

ninguno de los elementos -;';-— Ax, pertenece a [ y obtenemos"
[ 2 i i !
que —n—x,,—-U en E, mientras que la sucesion ‘{F Axn} no con-

verge hacia el 0 en E,; esto contradice a la continuidad del
operador A.

II. Si A es un operador acotade que actia de E en E, y si
en el espacio E se cumple el primer axioma de numerabilidad, el
operador A es continuo.

En efecto, si A no es continuo, existen una vecindad V del
cero en E, y un sistema determinante {U,} de vecindades del

. 1
cero en E, tales que para cada n existe un elemento x,€ s i,

tal que Ax,€V. La sucesion {nx,} es acotada en E (e incluso
converge hacia 0), mieniras que la sucesién {nAx,} no es acotada
en E, (ya que no estd contenida en ninguno de los conjuntos V).
De manera que si el operador A no es continuo y en E se cumple
el primer axioma de numerabilidad, el operador A tampoco es
acotado:: Nuestra proposicién queda demostrada.

Por consiguiente, en los espacios con el primer axioma de
numerabilidad (a los que pertenecen, en particular, todos los
espacios normados y normados numerables) la acotacién de un
operador lineal equivale a su continuidad.

Todos los operadores mencionados en los ejemplos 1, 2, 3, 4, 5
y 6 del punto anterior, son continuos. Como en todos los espa-
cios alli considerados se cumple el primer axioma de numera-
bilidad, todos los operadores mencionados son acofados.

Si E y E, son espacios normados, la condicién de acotacion
de un operador que actia de E en E,, se puede enunciar asi:
un operador A se llama acotado si transforma toda bola en un
conjunto -acotado. Debido a la linealidad de A, esta condicion

U Véase el ejercicio del punfo 3 del § 5.
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se puede enunciar asi: A es acotado, cuando existe una constante
C tal que para todo fEE

| AFI<<CIIFl.

El menor de los nimeros C que satisfacen esta desigualdad se
Nlama norma del operador A y se denofa mediante | A]|.

teorema 1. Para cualquier operador acotade A que oactiia de un
espacio normado en ofro espacio normado, se {iene

|Al= sup |lAx|=sup L2zl @)
ixn<t x=o el
pemosTRAcION. Denotemos Y
o= sup || Ax| = sup I fx” :
Nzil<1 x==0 [Hxll

Probemos primero que || A|[ = =.
Il Ax||

Puesto que o ==sup TN

menio x, tal que

, para cualquier &« >0 existe un ele-

HAx N < .,
. - !
es decir,
il Ax, [} > (m—e} | %],
de donde se deduce que
a—e < || Al
como & es un nimero positivo arbilrario, obtenemos w<Cl[A|l.
Probemos ahora que la desigualdad o << || A || es imposible. Sea
|| A||—==e>0.
Entonces,
a< | All—5 -

Pero de aqui se deduce que cualquiera que sea el punto x se
cumplen las desigualdades
| Ax | | . _E5
‘ e <e<lAl—
o bien

lAx)< (14— ) =i,
[ Axi

) . 4
% '|” es evidenle debido a la linea-
I

1 La igualdad sup |j Ax || rsug
[EAE L
lidod de A.
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es decir, || A|| no es la cota inferior de aquellos M para los cuales
Ax||< M| x]|.

Por consiguiente,
1Al=e.

3°. Suma y producto de operadores.

peFiNicion 1. Sean A y B dos operadores lineales que actian del
espacio topoldgico lineal £ en el espacio E,. La suma A-- B de
ellos es el operador C que pone en correspondencia al elemenio
£ €FE el elemento

y=Ax-|-Bx€ E,.

Es [acil comprobar que C=A-+ B es un operador lineal,
continuo, si son continuos A y B. El campo de definicicn D,
del operador C es la inferseccién D, Cy de los campos de
difinicion de los operadores A y B.

Si E y E, son espacios normados y si los operadores A y B
son acotados, el operador € es también acotado y, ademds,

IC<Al-+IBI. (3)
En efecto, para todo x
I Cxlj=|| Ax+ Bx || || Ax [+ Bx | < G AN N BID 1 xlis
de donde se deduce (3).

DEFINICION 2. Sean A y B dos operadores lineales, A actuando
del espacio £ en E, y B actuando de E, en E,. Se llama pro-
ducfo BA de los operadores A y B al operador C que pone en
correspondencia al elemento x € E el elemento
z=B(4x)

de E,. El campo de definicién D, del operador C=BA se com-
pone de todos los x € D 4 tales que Ax€ Dy, Estd claro que el ope-
rador C es lineal. Es continuo, si son continuos A y B.

Si A y B son operadores acolados que actian en espacios
normados, el operador C=BA también es acotado y, ademds,

ci<iBi-lAj. )
En efecto,
[Cxll=BANI<iIBY [AxI<B-|Al-l<l, B
de donde se sigue (4).

La suma y el producto de tres y més operadores se definen
sucesivamente. Ambas operaciones son asociativas.
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E1 producto de un operador A por un nimero & (se denota con
kA) se define como el operador que pone en correspondencia al ele-
mento x el elemento kAx.

Fl conjunto & (E, E,) de todos los operadores lineales con-
tinuos, definidos en todo el espacio E, que transforman E en E,
(donde £ y E, son dos espacios topoldgicos lineales fijos), forma
un espacio lineal respecto a las operaciones de adicion y mulfi-
plicacion por nimeros, definidas mas arriba. Si £ y E, son es-
pacios normados, %’ (E, E,) es también un espacio normado (con
la norma de operador que se ha definido anleriormente).

EJERCICIO. Sean £ un espacio normado y £, un espacio normado completo.
Eatonces, €l espacio normado % (£, E,} es compleio, Si A, € SF(E, Ey)
o o

y 3 [l Agll < o, la serie ¥ Ay converge a un operador A € F (£, Ej} y
1=k k=3

2 As
k=1

4°. Operador inverso, inversibilidad. Sea A un operador que
actia de £ en E, y sean D, el campo de definicion y R, el
campo de valores de esie operador.

fAall=

< X Ikl (6)
k=1

periNicton, Un operador A se llama inversible, cuando para cual-
quier y € R, la ecuacion

Ax=y

{iene solucién nnica.

Si A es inversible, acada y€ R, se puede poner en corres-
pondencia un elemento (nico ¥€D, que es la solucidn de la
ecuacion Ax=y. El operador que realiza esta correspondencia se
llama inverso de A y se denota mediante A1

tiorEma 2. Un operador A=Y, inverso de un operador lineal A,
| es también lineal.

pEMOSTRAGION. Basta comprobar que se cumple la igvaldad
A=Y {rxli1+a2y,}==otlﬂ"y,+a2A"y“. (7)

Pongamos Ax,=y, y Axy=y, Debido a la linealidad de A,
{enemos

A (oyiey + 00 Xy) == gl 5 Aylfy (8)
De acuerdo con la definicion de operador inverso,
Al =xy, ATh, =1,
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de donde, mulliplicando estas igualdades por @, vy a,, respecti-
vamente, y sumando, encontramos

Ay ATy A a ATy = o .
Por otro lado, de (8) y de la definicion de operador inverso se
deduce que
Xy - X, = A7 (oY, +ay,)
que junto con la igualdad anterior da
A7 oy + o) = Ay + 4, A7y,

TEOREMA. 3 (feorema de Banach sobre el operador inverso). Sex A
un operador lineal acotado, que efectiia una fransformacion
biunivoca del espacio de Banach E sobre el espacio de Banach
E,. Entonces, el operador inverso A~ es acutado.

Para demostrar este teorema es necesario el siguiente lema.

LuwAl Sea M un conjunto siempre denso de un espacio de Banach
E. Entonces, todo elemento no nulo y€E se puede desarrollur
en una serie

Y=+t oottt
donde y, €M ¢ |iykl|{~=3‘|2—|f|-l— .

DEMOSTRACION. Construimos la sucesion de elementos U, del siguien-
te modo: escogemos gy, de manera que sea

lly—u). -2 1L, (©)

lo cual es posible, ya que la desigualdad (9) define una esiera
deraﬁiou%-ﬂ y centro en el punto y, dentro de la cual debe exis-
tir un elemento de M (M es siempre denso en F). Escojamos
Y, €M de manera que ||y—y,—y,| <-ﬂi'—”. Y, tde manera que

Iy —th—a—ys || << I_Ig}_!l v, en general, escojamos y, de manera

que ||y—y,—...—g, ]l < ~”—2;"'”J . Tal seleccién es siempre posible,

ya que M es siempre denso en E. De acuerdo con ia eleccion
de ios elementos y,:

n
||.'! — X U
k=1

I—-G para n—» oo,
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-«
esto es, la serie ¥ y, converge hacia y. Estimemos las normas
—=

de los elemenios y,:

Nl =g —y+ull <lo—pli+ly)=2LLL,

i 3]
10 1=+ =9+ 4= | < Uy ==t |+ y— ) < 22
Finalmente,

Nl =NtntGa-rt oo Fth—0+4—t— .~ I<
E \ 3
<hy—ts— o —vull+hy—s—e . — gy < 2L
El lema queda demostrado.

PEMOSTRACION DEL TEOREMA 3. Consideremos en el espacio E, los
conjuntos My, donde M, es la totalidad de los y y que satisfa-
cen la desigualdad |[A~'y|<<k|y]. Todo elemento del espacio

E, sc encuentra en cierto M,, es decir, E1=UMl' De acuerdo

k=1
al teorema de Baire sobre las categorias (cap. II, § 3, punto 39,
al menos uno de los conjuntos M,, digamos M,, es denso en
una bola B,. Consideremos dentro de la bola B, una capa esie-

rica P, eslo es, el conjunto de punlos z, para los cuales se cumple
la desigualdad

ﬁ < ”z_'y:l “ -l G,
donde

O<P-a yeEM,

Trasladando dparaleiamente la capa esférica P de manera que
su centro coincida con el origen de coordenadas, obtendremos la
capa esférica P,.

Probemos que en P, es denso un conjunto M. Sea z€ P M
entonces, z—y, EP, y

MA= e—g) | <NA-zli+ Ay | < n 2]+ g <

o - (120wl
<n{fz—y|[+2( g )= n | z2—y,| I._\l--wjm

e

<nllz—y,| [’1+LE’°”§. (10)

La magnitud n[l—}%’i] no depende de =z Tomemos

N 1+[1+-&§“ﬂ'}. Entonces, debido a (10), z—y, € My y
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como M, es densoc en P, M, serd denso en P,. Consideremos un
elemento y arbitrario no nulo de E,. Siempre se puede escoger %
de manera que sea < || Ay | < e, es decir, que Ay&P, Puesto
que My es denso en P, se pucde construir una sucesion gy, € M

convergenle hacia hy. Entonces, la sucesion %yk converge hacia y.
Es evidente que si 7, € My, también —;'—yk €M, para cuoalquier

nimero real &=40; por consiguiente, My es denso en £, {0} v,
por esto, también en E;.

Consideremos un elemento no nulo y€ F,; de acuerdo con el
lema, puede ser desarrollado en una serie de elementos de M,

y=th+its-F...+%%+...,

_ 3
siendo || gl < J;_T?‘"" *

Consideremos en el espacio 7 la serie formada por las image-
nes reciprocas de los clementos g, es decir, por elementos
x= A1y,

Esla serie converge a un elemento x, va que liene lugar la

desigualdad || 5, | = || A= I| < N | sl << & 225 ademas,
£ @ ! ;

e <X Hal <3N g1 Y o =38 ol
k=1 k=1

o
Como la serie X x, converge y el operador A es continuo, se
n=

puede aplicar A a esta serie término por lérmino. Obtendremos
Ax=Ax, +Ax,+ ... =y, F o+ ... =1,
de donde x=A-'y. Ademas,
hA=gll=]x|<3N]|gl

y como esta estimacién es vélida para cualquier =40, el opera-
dor A-! es acotado. El feorema queda demostrado.

EJERCICIOS. |, Sean E, F, dos espacios normades. Un operador lineal A,
que actia de E en Ey, con el campo de delinicién Dy € E, se llama cercado,
cuando de las condiciones x,EDy4, x, — x, Axy -ry se deduce que xED, y
Ax=y, Compruébese que todo operador acotado es cerrado. Consideremos el
producto directo EXE, de los espacios E y E,, esto es, el espacio lineal
normado, compuesto de todos los pares posibles [x, v), donde xEE, yE€E,.
con la norma || [x, #]||=!x|/4| ¥|l, (mediante ||-|| designamos la norma
en E y mediante||-|[,, lanormaen E;). Se puede poner en correspondencia al
operador 4 el conjunto GA=‘([X' yl:x€Dy, y=Ax} = EXE,, que se deno-
mina gréfico del operador. Compruébese que G, es un conjunte lineal de
ExE, que es cerrado cuande, v sélo cuandoe, el operador A es cerrado.
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Demucéstrese que si E y Ey son espacios de Banach y si el operador A estd

definido en todo E y es cerrado, es acotado (feorema de Banach sobre el grd-

fico rerradu).

4 G-Sugere%c:’a, Apliquese el feorema 3 al operador P:{x, Ax} — x que actiia
e g en £.

2, Demuésirese gue siendo A un operador lineal continuo que lransforma
biunivocamente un espacio completo normado numerable E sobre un espacio
completo normado numerable E,;, el operador inverso A4-1 es continuo.
Enflinciese y demuéstrese el teorema sobre el gréfico cerrado para el caso de
espacios normados numerables.

TEOREMA 4. Sea A, un operador lineal acotado gue fransforma un
espacic de Banach E sobre otro espacio de Banach E, y que tiene
el inverso acotado A7 ysea AA un operador lineal acofado que
fransforma E en E, y tal que ||AA]| <";—_,. Entonces, el ope-

[}
rador A=A+ AA transforma E sobre E, y lienc inverso acofadv.

vEmosTrRACION. Fijemos un elemenio cualquiera y€ E, y conside-
remos la aplicacion B del espacio E en si mismo, definida me-
diante la férmula

Bx=- A7 'y— A7 'AAx.

De la condicion ||AA || < {|A7a]|~% se deduce que la aplicacion B
es confraida. Puesio que E es complefo, existe un inico punlo
fijo x de la aplicacion B

x=Bx=A;" y—A7'A Ax,
de donde
Ax=—Ax4-AAx=y.

Si Ax'=y, también x' serd un punio fijo de la aplicacién B,
de manera que x'-—x. Por consiguienle, para tedo y€E, la
ecuacion Ax=:y tiene en £ una solucién tnica, esto es, el ope-
rador A fiene inverso A-!. En visla del {eorema 3, el operador
A-' es acotado, que es lo que se queria demostrar.

teortmA 5. Sean E un espacio de Banach, 1 el operador unidad
de E y A un operador lineal acolado que aplica E en si mismo
y tal que || A||<i. Enfonces, el operador (I—A)™' existe, es
acotado y represénfase en la forma

t
I —_ = :x\ ]
! (I—A)y' =3 A% (an

pEMUSTRACION. La exislencia y acotacion de! operador (/—A)™!
se desprende del teorema 4 (ademas, eslo se desprende también

u
del razonamienlo que sigue). Como || AJ| <7 I, lenemos 2511 AR =<
k=
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gkzw A|f < oo. El espacio E es completo y poreso de la con-
vergencia de la serie kf‘n” A*k|| se deduce que la suma de la serie

at

> A* representa un operador lineal acotado. Para un n cual-
K=o

quiera tenemos

(=5 ar=F A (1 — =1 — 2

asando al limile para n—r oo y tomando en consideracion que
| A5+l << || Al*+* — 0, encontramos

T—A)S A= N Ak — A) =1,
(f=A) Z A= D At —4)
de donde
T—A) - Y A,
Ayt B8

que es lo que queriamos demostrar.

EJERCICIO. Sea A un operador lineal acotadu que aplica un espacio de
Banach E sobre un espacio de Banach E,. Demuéstrese que existe una cons-
tante «w > 0 tal que si BE ¥ (E, Ey} y || A—B|| < o, cl operader B aplica
E sobre todo el espacic E, (Banach).

5°, Operadores conjugados. Consideremos un operador lineal
continuo y= Ax que aplica un espacio lineal fopologico E en otro
espacio E, del mismo tipo. Sea g una funcional lineal coniinua
definida sobre E,, esto es, g€ E{. Apliquemos la funcional g al
elemento y= Ax; es ficil comprobar que g{Ax) es una funcional
lineal continua definida en E; denotémosla con f. La funcional [ es,
de esta forma, un elemento del espacio E*. Hemos asignado a
cada funcional g€ E; una funcional f€& E*, es decir, hemos obte-
nido un operador que aplica E; en E*. Este operador se ilama
conjugado del operador A y se designa medianfe A*.

Denotando la funcional [ mediante (f, x), lendremos

(g8 Ax)=(f, x) o
(g Ax)=(A%g, x).

Esta relacién se puede iomar por definicion del operador
conjugado.

Ejemplo. El operador conjugado en un espacio de dimensicrn
finita. Supongamos que un operador A aplica un espacio E®
{n-dimensional) en un espacio E* (m-dimensional) y sea (a;) la
matriz de este operador.
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La aplicacién y = Ax se puede representar mediante el sisterna
de igualdades

yt-zjia”xj, {=1, 2; vaug M
v la funcional f, (x) en la forma

n
f(x) =!§lf;x,-
De 1a igualdad

f(x)=g(Ax) =glga‘9£ =§1 glgﬂuxf=gx; g gl

tendremos f;= ¥ ga;. Como f= A%g, de aqui se deduce que el
operador A* se define mediante la matriz traspuesta de la matriz
del operador A.

Las siguientes propiedades de operadores conjugados siguen
directamente de la definicion.

1. El operador A* es lineal.

2. (A+B)*=A*+B*,

3. Si k es un namero complejo, (kA)* =hkA¥.

Menos evidente es el siguiente resultado.
TEOREMA 6. El operador A*, conjugado a un operador linenl aco-

tado A que aplica un B-espacio E en un B-espacio E,, es {am-

bién acotado y

LA™ | =]All
pemosTrACION. En virtud de las propiedades de la norma de un
operador, tenemos
[(A*g x)|=|(g, A)[<ligll-llAl-}ix]
de donde || A*g||<<|[A||-]lg|l; por consiguiente,
A=<l Al (12)

Sea x€ E v Ax=+0; tomemos 5"':1;:—:::4651; es obvio que

|[#]|=1. De acuerdo con el corolario del teorema de Hahn—
Banach, existe una funcional g, tal que ||g||=1 y (g, W) =1,
es decir, tal que (g, Ax)=|Ax|{. De las relaciones

Azl —|(g, Ax)=|(A% 5 |<NA* | ixll<
<HA*H-fg el =nA%-N 1
obtenemos || A || < || A*|, lo que, junto con la desigualdad (12), da
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flAs=HAl-
] teorema queda demostrado.

6. Operador conjugado en un espacio euclideo. Operadores
autoconjugados. Consideremos el caso, cuando A es un operador
acolado que actiia en un espacio de Hilbert H (real o complejo).
De acuerdo con el teorema sobre la expresion general de una
funcional lineal continua en un espacio de Hilbert, la aplicacion
1 que a cada y€H asigna la funcional lineal

(v () ={(x0 1)

es un isomorfismo (o un isomorfismo conjugado, cuando H es
complejo) del espacic H sobre todo el espacio dual H*. Sea A*
el operador conjugado del operador A. Estaclaro que la aplica-
cion A*:=7~'A*t representa un operador lineal acotado que actia
en H: es facil ver que para cualesquiera y€H

(Ax, 1) =(x, A*y).

Como |[A*||=|[A]| y las aplicaciones T y t=* son isométricas,
tenemos || A*|| =l 4]
Todo lo expuesto anteriormente para un espacio de Hilbert,

es valido también, por supuesto, para un espacio euclideo (real
o complejo) de dimension [inita.

Tomemos el siguiente acuerdo. Siendo R un espacio euciideo
(de dimension finila o infinita), llamaremos operador conjugado
del operador A, que aclia en R, al operador A¥, definido mas
arriba, que actia en el mismo espacio R.

Es preciso subrayar que esta definicién difiere de la defi-
nicién de operador conjugado en un espacio arbitrario de Banach E,
de acuerdo con Ja cual el operador conjugado A* actna en el
espacio dual E*. A veces, el operador A*, en diferencia del ope-
rador A*, se denomina conjugado de Hermite. Para no complicar
la terminologia ni las denotaciones, en lo que sigue escribiremos
A* en lugar de A* y ttamaremos este operador conjugado, teniendo
en cuenta, sin embargo, que en el caso de un espacio euclideo el
concepto de operador conjugado se comprenderd siempre tal como
ha sido enunciado en esta seccion.

Esta claro, que en un espacio euclideo R el operador conju-
gado de A se puede definir como un operador que para todos
x, y€R verifica la jgualdad

(Ax, 1) =(x, A%y).

Puesto que en el caso de un espacio euclideo los operadores 4 y
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A* actfian en un mismo espacio, puede tener lugar la igualdad
A = A*. Hagamos la siguiente definicién que destaca una clase
importante de operadores en un espacio euclideo (en particular,
de Hilbert).

peFiNICiON. Un operador lineal acotado gue actia en un espacio
euclideo R se ltama aufoconjugado, cuando A= A%, es decir,
cuando

(Ax, y)=(x, Ay)

para todos los x, y€R.

Sefialemos la siguiente Apropiedad importante del operador A*
conjugado a un operador A que actfia en un espacio euclideo R.
Un subespacio R, del espacio R se llama invariante respecto al
operador A, cuando de x € R, se deduce que Ax€R,. Si el sub-
espacio R, es invarianie respecto de A, su complemenio orfogo-
nal Ri es invariante respecto de A*. En efecto, si y€ Ry, tene-
mos para todo x€ R,

(x, A*y)=(Ax, y) =0,
ya que Ax€ R,. En particular, si 4 es un operador autoconjugado,

el complemento ortogonal de cualquier subespacio invariante suyo
es invariante respecto de A.

EJERCICIO. Demuéstrese que siendo 4 y B dos operadores lineales acota-
dos en un espacio euclideo, se verifican las igualdades
(xA-BB)* =wA*+ BB,
{AB)* =({B*A%),
(A*)* =4,
{*=1{ (I es el operador unidad).

7°. Espectro de un operador. Resolvente. En la teoria de
los operadores y en sus aplicaciones desempefa un papel primor-
dial el concepto de espectro de un operador. Recordemos primero
este concepto para el caso de operadores en un espacio de dimen-
sion finita.

Sea A un operador lincal en el espacio n-dimensionat E”. El
nimero % se llama valor propio del operador A, cuando la ecuacion

Ax=1%x
tiene soluciones no nulas. El conjunto de todos los valores pro-

pios se denomina espectro del operador A y todos los demas va-
lores de X se llaman regulares. En ofras palabras, & es un punto

U Siempre que se hable del especiro de un operador, consideramos que
el operador actia en wn espacio complejo.



248 CAP. IV, FUNCIONALES LINEALES Y OPERADORES LINEALES

regular, cuando el operador (A—Af) es invertible. Ademas, el
operador (4—*J)~*, como todo operador en un espacio de dimen-
sion finita, es acotado. Por consiguiente, en un espacio de dimen-
sion finita exislen dos posibilidades:

1) la ecuacién Ax == ix tiene solucién no nula, es decir, A es
un valor propio de A; en este caso el operador (A—AJ/)~* no
existe;

2) exisle el operador acotado (4—A/)~t, esto es, b es un punto
regular.

En el caso de dimension infinita puede darse una tercera
posibilidad, a saber:

3) el operador (A — /)~ existe, es decir, la ecuacién Ax=rhx
tiene solamente solucién nula, pero este operador no es acotado.

Introduzcamos la ierminologia siguiente. El niGimero ) se
Nlama regular para el operador A, que actia en un espacio E
(complejo) topolégico lineal, cuando el operador (A—AJ)~?, lla-
mado resolvente del operador A, estd definido en todoel E y es
continuo. El conjunto de todos los demas valores de A se llama
espectro del operador A. Al espectro pertenecen todos los valores
propios del operador A, ya que, si (A—A/)x=0 para un x==0,
no existe (4—=2/)~1. El conjunto de ellos se llama espectro pun-
fuaf, La parte restanie del espectro, es decir, el conjunto de
valores de & para los cuales (4—A[)~* existe, pero no es conti-
nuo, se llama especiro continuo. De manera que cada valor de %
es para el operador A o bien regular, o bien valor propio, o bien
punto del espectro continuo. La posibilidad de que un operador
tenga espectro continuo es Jo que distingue de un modo substan-
cial la feoria de operadores en un espacio de dimension infinita
del caso de dimension finita.

Sea A un operador que actiia en un B-espacio. Si el punto &
es regular, es decir, el operador (A—Af)~! existe y es acotado,
para un 8§ suficientemente pequefio el operador (A—(h~-8)/)"*
también existe y es acotado (teorema 4), es decir, el punto A 48
es también regular. Por consiguiente, los puntos regulares consti-
tugen un conjunio abierto. Es decir, el espectro, estoes, el com-
plemento de este conjunto, es un conjunto cerrado.

TEOREMA 7. Si A es un operador lineal acotado en un espacio dg
| Banach y si || >||All, & es un punio regular.

pEmosTRACION, Como, evidentemente,

£
— = —— ‘l
tenemos (A} h (I 5

R, =(A—hl)"' = —k (1_%)"‘= ~Le
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Para || A]| < |»|, esta serie converge (véase el teorema 5), es de-
cir, el operador A—i/ tiene inverso acotado. En otras palabras,
el espectro del operador A estd contenido en el circulo de radio
I Aﬂ: con centro en el cero.

jemplo. Consideremos en el espacio Cpo, 1 el operador A de-
finido mediante la formula

Ax(f)=p () x (1),
donde p (f) es una funcién continua fija. Tenemos

(A—hi) x (§) = (n (1) — 1) x (£),
de donde

(A-a%!}"x[r):u(—r;:-ix(t).

El espectro del operador considerado A se compone de todos
los » tales que p(f)—2 se anula para cierlo ¢, comprendido
entre 0 y 1, es decir, el espectro coincide con el conjunto de
todos los valores de la funcién p(f) sobre el segmento [0, 1]. Por
ejemplo, si p(f)=t¢, el espectro representa el segmento [0, 1]
y no hay valores propios, es decir, el operador de muitiplicacidn
por { representa un ejemplo de operador con espectro puramente
continuo.

Observaciones. (1) Todo operador iineal acotado, definido en un espacio
de Banach completo, que tiene al menos un elemento diferente de cero, tiene
espectro no vacio. Existen operadores, cuyo espectro se compone de un solo

punto (por ejemplo, el operador de muliiplicacidén por un nomero).
{2). Se puede precisar el teorema 7 del siguiente modo. Sea

re=lim VA%

n-—+wm

(se puede demostrar que este limite existe cualquiera que sea el operador
acotado A); entonces, €l espectro del operador A se encuentra integramente
denlro del circulo de radio r y centro en el cero. El nimero 7 se llama
radio espectral del operador A.

(3). Los operadores resolventes R, y Ry, correspondientes a los puntos
@ v A, conmutan y satisfacen la relacién

Ruy—Ry=(p—4) R R,
que se puede comprobar ficilmente multiplicando ambos miembros de esta
igualdad por
(A—M) (A —pd).
De aqui se deduce tgle, siendo kg un punto regular de A, la derivada de
R, respecto a A en A=}, es decir, el limite
Rygsan—R

lim -
Ah- 0 ak
existe (en el sentido de convergencia segin la norma de operador) y es

igual a R;v,
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EJERCICIO. Sea A un operader autoconjugado {acutado en un espacio
complejo de Hilbert 4. Demuéstrese que su especlro es un subconjunto ce-
rrado v acolado del eje real.

§ 6. OPERADORES TOTALMENTE CONTINUOS

1°, Definicion y ejemplos de operadores totalmente continuos.
Una clase de operadores, que se aproxima por sus propiedades a
la clase de operadores que actiian en espacios de dimension finita
v que, al mismo tiempo, es muy importante desde el punio de
vista de las aplicaciones, es la clase formada por los asi llama-
dos operadores {otalmente continuos. Estudiaremos ahora las
propiedades principales de estos operadores, limitandonos al caso
de espacio de Banach.

vermNicionN. Un operador A que aplica el espacio de Banach E
en si mismo se llama totalmente continuo, cuando transforma
cada conjunto acotado en uno relativamente compacto.

En un espacio normado de dimensién finita, fodo operador
lineal es tolalmente continuo, ya que transforma cualquier con-
junto acotado en otro, acotado también, y en un espacio de di-
mensién finita todo conjunto acotado es relativamente compacto.

En un espacio de dimension infinita la continuidad total
de un operador es un requerimiento mas fuerte que su continui-
dad simple (es decir, que la acotacion). Por ejemplo, el operador
unidad en el espacio de Hilbert es continuo, pero no totalmente
continuo. (Demuéstrese esto independientemente del ejemplo 1 que
se considera a continuacién).

Veamos algunos ejempios.

1. Sea / el operador unidad en un espacio de Banach E.
Probemos que siendo E de dimensién infinita, el operador / no
es totalmente continuo. Para ello bastara, evidentemente, demos-
trar que la bola unitaria de E (que, por supuesto, se transforma
mediante el operador / en si misma) no es compacta. Esto, a su
vez, se desprende del siguiente lema que nos hard falta también
en lo sucesivo.

Lema. Sean x,, x,, ... veclores linealmente independientes de un
espacio normado E y sea E, el subespacio generado por los vec-
tores x,, ..., x, Enfonces, existe una sucesion de vectores
Yy -« Yo que satisface las siguienfes condiciones:

D Igall=1: 2 9a€Eas 3) Pl Encd) >3
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{(aqui p (y,E.-,) es la distancia del vector y, hasta E, _,, es decir,
:eill_;lf || Y,—X In'

pEMOSTRACION, En efecio, como los vectores x,, x,, ... son lineal-
mente independientes, tenemos x,€E,_, v p(x, E, _)=0>0.
Sea x" un vector de E,_, tal que | x,—x*| <2« Entonces,
p(x,—x* E,_)=0o y el vector

Xg—Xx

Y= Il 2y —a* I|

satisface todas las condiciones 1), 2} y 3). Por y, se puede tomar
%L El lema queda demostrado.

fl&E : .
mpleando este lema, se puede construir en la bola unitaria
de cualquier espacio normado de dimensién infinita una sucesion

de vectores {y,} para la cual p(¢,-, #,) > % Esta claro que

esta sucesion no puede conlener ninguna subsucesion convergente.
Esto significa precisamente que no hay compacidad.

2. Sea A un operador Jineal continuo que transforma un espacio
de Banach E en un subespacio suyo de dimension finita. Este
operador es iotalmente continuo, ya que fransforma fodo subcon-
junio acotade McFE en un subconjunto acofado de un espacio
de dimension finita, es decir, en un conjunto relativamente
compacto.

En particular, en un espacio de Hilbert el operador de proyee-
cion ortogonal sobre un subespacio es fotalmente continuo cuando,
y s6lo cuando, este subespacio tiene dimensién finita.

Un operador que transforma un espacio de Banach £ en un
subespacio de dimensién finita se llama degenerado,

3. Consideremos en el espacio I, el operador A definido del

siguiente modo: si x={x;, ¥, ..., ¥, ...), entonces,
{ | - i Y
Ax:kxv R IR L IR (1)

Este operador es totalmente coniinuo. En efecto, como todo con-
junio acotado de I, esta contenido en alguna bola de este espa-
cio, basta demosirar gue las iméigenes de las bolas son relativa-
mente compactas; debide a ta linealidad del operador, basta
comprobar esto para la bola unitaria. Pero el operador (1) trans-
forma la bola unitaria del espacio [, en el conjunto de punios
que safisfacen la condicion

>t
y la compacidad de este conjunio ha sido demostrada va en el
cap. 11, § 7.
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EJERCICIO. Sea Ax=(ax,, Gs¥s, ..‘,a,,x,,, ...} ¢qué condiciones debe
cumplir la sucesién de niimeros a;, a,, ... para que este operador sea to-
talmente continuo en [,?

4. En el espacio de funciones continuas Cpq, s, forman una
clase importante de operadores totalmente continuos los opera-
dores que pueden representarse en la forma

Ax=y ()= K(s, x()dt. @)

Probemos la validez de la siguiente proposicién: si la Juncién
K (s, 1} es acotada sobre el cuadrado a<Cs<Cb, a<<{t<b y todos
sus puntos de discontinuidad se encuentran en un ndmero finito
de curvas
=5, k=1,2, ..., n,

donde ¢, son funciones conilinuas, la férmula (2) define en el
espacio Cra, ) un operador fotalmente continuo.

En efecto, observemos, ante todo, que en las condiciones se-
nialadas la integral (2) existe para cualquier s dei segmento [a, 8],
es decir, la funcién y(s) estd definida. Sea ahora

M= sup [|K(s §)|

uss, fab
y sea G el conjunto de puntos (s, ) en los cuales se cumple, al
menos para un k=1, 2, ..., n, la desiguaidad

|t =9 ()| < 3515 -

Sea F el complemento del conjunto G respecto al cuadrado a<s,
t< b Como F es compacto y la funcion K (s, {) es continua
sobre F, existe un 8 > 0 fal que

|K(s', t)y—K(s", r)|<3{b )

para cualesquiera dos puntos (s, £), (s", £} de F que satisfacen la
condicién

|s"—s"| < é. (3)
Estimemos la diferencia y(s")—y (s") admitiendo que 5" y §" sa-
tisfacen la condicion (3). Tenemos

b

)= < SIK (G H—K (s 1) ][ x(0) | dt |

a
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para evaluar la integral que figura en el miembro derecho, divi-
damos el segmento de integracion [a, b] en dos partes: la unién
de intervalos

U [{# 1t—ae) <mimtuls li—a6) < o) -
=1
que denotaremos mediante P, y la parle restante del segmento
[a, b] que denotaremos mediante Q. Observando que P es la unién

de intervalos tales que la suma de sus longitudes no pasa de % i
obtenemos

(1K, =K 0] lx@at <R ).
P

La integral sobre Q@ admite, obviamente, la estimacion

VIK(s, =K', 01 1x@))dt < 5]
L¥]

Por consiguiente,
|4 (st —y(s") | <eflx]. @)

La desigualdad (4) muestra que la funcion y(s) es continua,
es decir, la férmula (2) define, en efecto, un operador que trans-
forma el espacio Cg, 5 en si mismo. Ademas, se ve de la misma
desigualdad que, siendo [x(f)} un conjunto acotado de Cpg, ¢, el
conjunto correspondiente {y(s)] es equicontinuo. Finalmente, si
lxli=<C, tenemos

1

||J|l'*'"“SUP|y{5]|<5UPS|K(b, Ol |x@|dt < M@O—a)|x|.

De manera que el operador (2) transforma todo conjunto aco-
tado de Cpq, 5 en un conjunto de funciones equiacotado y equi-
continuo, es decir, relativamente compacto.

d4a. La exigencia de que los puntos de discontinuidad de la
funcion K (s, {) se encuentren sobre un numero finito de curvas
que intersectan las rectas s=const en un solo punto, es substan-
cial. Sea, por ejemplo,
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el operador (2) con esle nicleo, que esta definido sobre el cuadrado
0<s, £<C1 y que tiene por puntos de discontinuidad iodo el

segmento s-z-,]-. 0<<{< 1, fransforma la funcion x(f}=0 en

una funcion discontinua.
4b, Si se toma K (s, {)=0 para t > s, el operador (2) obtiene
la forma
s
g =" Kis. nx@)d. )
a
Admitiremos que la Tuncion K (s, {) es conlinua para {<s; en-
tonces, de lo dicho en el ejemplo 4 se deduce que el operador (5)
es totalmente continuo en Cia, o1

Este operador se ilama operador de Volierra®.

Observacion. Con la definicion que hemos adoptado de opera-
dor totalmenie continuo puede resultar que la imagen de la bola
unitaria cerrada no sea compacta (aunque es relativamente com-
pacta). En efeclo, consideremos en el espacio C(_,, i, el operador
de integracion

§
(9 )=} x(t)dt;
1
seglin hemos demostrado més arriba, J es un operador totalmente
continuo en C-y.1;. Tomemos

0 para — 1 =120,
X, (0)= ni para 0<zg~r‘; ;
| | para —L-«:tgl.
En este caso, x,€Gi-1. 13, || ¥,|/ =1 para todos los n e
0 para —1 <0,
b O=Ux) (=1 T P8 O<I<T,
!—‘21; para % <t

Esta claro que la sucesion {y,} converge en Ci.y, 1; a la funcion

| 0 para — 10,

Y=\t para o0<i<],

U Vitto Volterra, matematico ilaliano, autor de varias obras sobre
Andlisis Funcional y Ecuacicnes Infegrales.
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que no es imagen (en la aplicacion J) de ninguna funcién de
€1, 11, ya que la funcién g (f) es discontinua.

Sin embargo, se puede demostrar que si el espacio es reflexivo
{por ejemplo, de Hilbert) la imagen de la bola unitaria cerrada
por una aplicacién lineal totalmente continua es un compacto
(para la demostracién hay que valerse del resuliado del ejercicio

el punio 6 del § 2).

2°, Propiedades principales de operadores totalmente continuos.

TEOREMA 1. Si {A,} es una sucesion de operadores toialmente con-
tinuos en un espacio de Banach E que converge, segin la norma,
a un operador A, el operador A es también totalmente continuo.

DEMOSTRACION. Para probar la continuidad fotal del operador A
bastard probar que cuazlquiera que sea la sucesion acotada x,,
Xy oeey Xp ... de elementos de E (|| x,||<C), se puede extraer
de la sucesion {Ax,} una subsucesion convergente.

Como el operador 4, es totalmente continuo, de la sucesién
{A,x,) se puedc extraer una subsucesion convergente. Sea

X, P e BRE e (6)

una sucesion tal que JA,x{'} converge. Consideremos ahora la
sucesion {A,x%}. De ella podemos también exiraer una subsuce-
sién convergente. Sea

at i Skl 1§31
L R I I R

tal subsucesion de la sucesion (6) que {A,xiP} converge. Es evi-

dente, entonces, que {4,x{*} también converge. Razonando de

un modo anélogo, escojamos de la sucesién {x§*'} una subsucesion
x%!l' x;;#)‘ L x:‘Sl’

{al que {4,x")} converge, etc. Tomemos después la sucesion diagonal

T U N

Cada uno de los operadores A,, A,, ..., A, ... transforma
esta sucesidn en una convergente. Probemos que la sucesién {Axh}
también converge. Con ¢llo quedard demostrada la continuidad
total de A. Como el espacio E cs completo, bastara demostrar
que {Ax{"} es una sucesién fundamental. Tenemos
N Axg?— Axi || < AxG? — A |14

|| A — A ||+ | Apri? = AXZ [l (7)

Escojamos primero k de manera que [|A—A,‘|[<';—C y después
busquemos un N tal que para fodos losn > N y m > N se cumpla



256 CAP., IV, FUNCIONALES LINEALES Y OPERADORES LINEALES

la relacion
A — A || < 5

{esto es posible, ya que la sucesién {A,x{"} converge). En estas
condiciones, obtenemos de (7) que

| Ax” — Axg || < e

para todos los n y m suficienternente grandes. El teorema queda
demostrado.

Es facil comprobar que una combinacién lineal de operadores
totalmente continuos es de nuevo un operador totalmente con-
tinuo. Por consiguiente, los operadores totalmente continuos for-
man, en el espacio & (E, E) de todos los operadores lineales aco-
tados, definidos en E, un subespacio lineal cerrado.

Veamos ahora si el conjunto de operadores totalmente conti-
nuos estd cerrado respecto a la operacion de multiplicacién de

operadores. Resulta que en este orden es véilida una afirmacion
substancialmente mas profunda.

Teorema 2. Si A es un operador totalmente continuo y B un ope-
| rader acotado, los operadores AB y BA son totalmenie continuos.

pEMosTRACION. Si el conjunto McE es acotado, BM también
es acotado. Por consiguiente, ABM es relativamente compacto y
esto significa precisamente que el operador AB es totalmente
continuo, Ademas, si M es acotado, tenemos que AM es relati-
vamente compacto y, debido a la continuidad de B, el conjunto
BAM resulta también relalivamente compaclo, es decir, el ope
rador BA es totalmente continuo. El teorema queda demosirado.

coroLArio. En un espacio E de dimensién infinifa un operador
totalmente continuo no puede fener un inverso acofado.
En efecto, en el caso contrario, el operador unidad /=A-'4

seria totalmente continuo en E, lo cual es imposible (véase el
ejemplo 1).

Obseryacidn. El teorema 2 indica que los operadores totalmente conli-

nuos forman en el anillo de todos los operadores acotados % (E, £} un
ideal bilateral 3.

TEOREMA 3. El operador conjugado a un operador totalmenie con-
| tinuo es tofalmente continuo.

DEMOSTRACION. Sea A un operador totalmente continuo en un
espacio de Banach E. Probemos que el operador conjugade A%,

1) Un ideal (bilateral) de un anillo R es un subanillo 9 tal que, si
aE¥ v rE€R, se tiene areW y ragIL
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que actiia en E*, transforma cada subconjunto acotado de E* en
uno relativamente compacto. Como todo subconjunto acotado de un
espacio normado se encuentra en una bola, bastard demostrar
que A* transforma cada bola en un conjunto relativamente com-
pacto, Debido a la linealidad del operador A*, es suficiente de-
mostrar que la imagen A*S* de la bola unitaria cerrada S*c E*
es relativamente compacta.

Consideremos los elementos de E* como funciones definidas
no sobre todo el espacio E, sino solamente sobre el compacto A4S,
que es la adherencia de la ima%en de la bola unitaria por la apli-
cacion A. Entonces, el conjunto ‘® de funciones, correspondientés
a las funcionales que pertenecen a S*, serd equiacotado y equi-
continuo. En efecto, si ||g|<C1; tenemos

sup j@ (= sup to ()<l e|lsupljAx||<<|| Al
e AS XEAS XES

(@) —eEN<@ll-flx—*" < || ¥ —x"|.

Por consiguiente, el conjunio @ es relativamente compacto en
el espacio C(AS) (en virtud del teorema de Arzeld). Pero el
conjunto @, considerado con la métrica inducida por la métrica
habitual del espacio de funciones continuas C(AS), es isométrico
al conjunto A*S* (con la métrica inducida por la norma del
espacio £*). En efecto, si g,, g,€S*, se tiene
|| A*g,—A*g, || = sup (A*g,— A%g,, x)|=

=3up (g, — &, Ax)|= sup |(g,—g:2)|=
xXES ze AS

= sup |(g,—gx 2)|=0 (& &)
zeAS
Como @ es relativamente compacto, es totalmente acotado; lu
es también totalmente acotado el conjunto A*S* isométrico a el.
Por esto A*S* es relativamente compacto en E*. El teorema
queda demostrado.

Observacion. No es dificil comprobar que el conjunto @ es
cerrado en C (AS), de manera que es compacto; por eso también
es compacto el conjunto A*S*, aunque (como se deduce de la
observacién hecha en la pag. 254) la imagen por una aplicacién
totalmente continua arbitraria de la bola cerrada unitaria puede
no ser un compacto. La situacién en el teorema que acabamos
de demostrar difiere de la general en que la bola cerrada unita-
ria 8* de E* es compacta en la topologia #-débil del espacio E*
(véase el teorema 3 dlz:l § 3). De aqui se deduce precisamente la
compacidad (segn la meétrica del espacio E*) de la imagen del
conjunto S* para cualquier operador totalmente continuo.

? e 2150
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EJERCICIOS. |, Sea A un operador lineal acolado en un_espacio de Banach.
Demuéstrese que siende el operador A* totalmente continue, el operador A
es también {otalmente conlinuo.

9. Para que un operador lineal 4 en un espacio de Hilbert /i sea to-
talmente continuo es necesario y suficiente que su operador conjugado (de
Hermite) A* sea totalmente continue.

i 8% Valores propics de un operador totalmente continuo.

TEOREMA 4. Todo operador fofalmente continuo A en un espacio
de Banach E tiene para cualquier p >0 sélo un nimero finito
de vectores propios linealmente independientes, correspondienies
a valores propios, cuyos valores absolutos no son magores que p.

pemosTRACION. Observemos, ante lodo, que el subespacio inva-
riante E,, compuesto por todos los vectores propios del operador A
que corresponden a un valor propio A no nulo, es de dimension
finita. En efecto, si fuese E, de dimensién infinita, el operador 4
no seria totalmente continuo en el subespacio E, y, por consi-
guiente, en {odo el E también. Por eso, para ierminar la demos-
fracion del feorema bastarad probar que, si {k,} es una sucesion
arbitraria de valores propios, diferentes dos a dos, de un operader
totalmente continuo A, se tiene %, —+0 para n —oco. A su vez,
para ello es suficiente probar que no existe una sucesién infinita
de valores propios {A,}, diferentes dos a dos, tal que la sucesion
{11—;. sea acotada. Supongamos que existe tal sucesion y sea x,
el vector propio correspondiente al valor lpmgeicu ... Los vectores
X4y X4,. - - SON Jinealmente independientes . Sea E, (n=:1, 2,...)
el subespacio generado por los vecfores x,,..., x,, es decir, sea
E, el conjunfo de todos los elementos de tipo

n
y= 2 Xy
k=3
Para cada y€ E, ienemos
n=1

. O Gk A
s A= B o — B4t n= Do (1 37) 5

de donde se ve que
y-—-ﬁ; Ay€E, ..

1 La independencia lineal de los veciores correspondientes a dilerentes
valores fropios de un operador, que aciiia en un espacio normado, se demues-
tra igua t}ue para los operadores en un es?aclo de dimensién {inita (véase,

or ejemplo, Kurosch A. G., Curso de Algebra Superior. Editorial MIR,
toscii, 1968, pég. 213.)
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Escojamos una sucesién {y,} de manera que
D 9. €Ew 2) I gull=1; 3) 0 W Ep-i) = inf |y, —x]| >—-}

=1

(la existencia de una sucesién de este tipo ha sido demostrada
en el lema de la pag. 250). Si la sucesién {L}esacotada, enton-

aﬂ'
ces, {%} es una sucesién acotada en E. Pero, al mismo tiempo,

"

la sucesién {A{{i)} no contiene ninguna subsucésién conver-
gente, ya que para cualesquiera p > g

4Ge) =GN =lor— (=, 04 ()

puesto que yP—ITAyP-i-A (i—")eE -1 La contradiccion obte-
nida demuestra el teorema.

|
>?’

4°, Operadores totalmente continuos en un espacio de Hilbert,
En lo que precede hemos tratado de operadores {otalmente con-
tinuos en un espacio de Banach arbitrario. Ahora completaremos
nuestra exposicion con algunos resultados referentes a operadores
totalmente continuos en un espacio de Hilbert.

Hemos llamado un operador A totalmente continuo, cuando
transforma tode conjunto acotado en uno relativamente compacto.
Como H==H* es decir, H es el espacio dual a uno separable,
todos los conjuntos acotados de él (y solamente ellos) son débil-
mente compactos. Por consiguiente, un operador totalmente comn-
tinuo en un espacio de Hilbert puede definirse como un operador
que transforma un conjunto débilmente compacio en un conjunto
relativamente compacto segiin la topologia fuerte. Finalmente, resulta
cémoda, a veces, la signiente definicién de un operador totalmente
continuo en un espacio de Hilbert: un operador A se llama {otal-
menie continuo en H, cuando transforma toda sucesién débil-
mente convergente en una convergente fuertemente.

En efecto, supongamos que esta condicion se cumple y
sea M un conjunto acotado de H. Cada subconjunto infinito del
conjunto M contiene una sucesion débilmente convergente. Si
esta se transforma en una sucesién fuertemente convergente, AM
es compacto. Viceversa, sean A un operador totalmente continuo,
{%,} una sucesién de convergencia débil y x su limite débil.
Entonces, {Ax,} contiene una subsucesién que converge fuerte.
Al mismo tiempo, debido a la continuidad de A, {Ax,} converge
débilmente hacia Ax, de donde se sigue que {Ax,} no puede
tener mis de un punto de acumulacién. Por consiguiente, {Ax,}
es una sucesién convergenfe.

?i



960  CAP, 1V, FUNCIONALES LINEALES Y OPERADORES LINEALES

5°. Operadores autoconjugados y totalmente continuos en H.
Para el caso de operadores lineales autoconjugados, que actian
en un espacio euclideo de dimension finita, se conoce el teorema
sobre la reduccion de la matriz de una transformacién lineal de
este tipo a la forma diagonal respecto a una base ortonormal.
En este punto demostraremos un teorema que representa la gene-
ralizacion de este resultado al caso de operadores autoconjugados
y totalmente continuos en un espacio de Hilbert. Los resultados
de este punto son vélidos tanfo para el espacio de Hilbert real,
como complejo. Para concretar, admitiremos que H es complejo.

Demostremos, ante todo, algunas propiedades de los vectores
y valores propios de operadores autoconjugados en H, que son
ademés, {otalmente andlogas a las propiedades correspondientes
de operadores autoconjugados de dimensién finita.

1. Todos los valores propios de un operador A, auloconjugado
y acotado en H, son reales.

En efecto, sea Ax=hx, ||x||5=0; entonces,

Ax, %)= (A%, X)= (% Ax)=(% A)=A(x X),

de donde A=17.

I1. Los vectores propios de un operador autoconjugado y aco-
tado, correspondientes a diferentes valores propios, son ortogo-
nales.

Efectivamente, si Ax=34x, Ay=py vy b, lenemos

Afx, y)S{Ax! y)=(x, Ay)=y, py)=K(x, ¥)

de donde (x, y)=0.
Demostremos ahora el siguiente teorema fundamentat.

TeorEMA & (Hilbert—Schmidt). Para cualquier operador lineal A
autoconjugado y totalmente continuo en un espacio de Hilbert H
éxiste un sistema ortonormal {@,} de vectores propios, corres-
pondientes a los valores propios (A} tal que cada elemento E€ H
se puede escribir de manera dnica en la forma

§=Ecﬁ%+§",
donde el vector £ verifica la condicion AY' =0, ademds,

AL =3 Mgy

¥

limh,=0 (n - o0).

Para demostrar este teorema principal necesitaremos de las
siguientes proposiciones auxiliares.
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LemA 1. Si {E ) converge débilmente hacia § y el operador A es fo-
talmente continuo, se tiene

Q&) = (A%, §,) = (48 H=Q®).
DEMOSTRACION. Para cualquier n
(A&, E)—(A& B <[(AE, E)—(AE, E)|+[(AE, E)—(4E B

Pero

[(A8,, E)—(AE, &M <IIEall- ]I A G —E)lI
(A8, E)—(48 Bl=IE AG.—DI<IEl-IA E—8l

y, como los nimeros ||§,|| son acotados y || A (§,—E} —0, te-

nemos
[(AE,. E.)—(AE, B —0,
que es lo que se queria demostrar.
LEMA 2. Si una funcional
|Q (B) = (48, E),

donde A es un operador lineal autoconjugado y acotado, alcanza
un mdximo en el punfo §, de la bola unitaria, entonces

& W=0
implica que
(A% W= An)=0.
pemosTRACION. Es obvio que ||§,||=1. Tomemos

I= Eo+an ¢
ViFieFinl?
donde @ es un ntimero complejo arbitrario. De ||§,]|=1 se sigue
que
Nefl=1.
Como

Q@ = e [Q 60 + 26 (A%, W +a*Q (),
para valores pequefios de a fenemos
Q(8) = Q (&) +2a (A%, W +0 (@).

De la ultima igualdad se ve claramente que si (4E, n)5=0, se
puede escoger @ de manera que |Q(E) >1Q (&) y esto contra-
dice a la condicién del lema.
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Del lema 2 se deduce inmedialamente que si |Q (E)] alcanza
un maximo para E=E§, entonces, &, es un vector propio del
operador.

DEMOSTRACION DEL TEoREMA. Construiremos los vectores g, por
induccién en el orden de decrecimiento de los valores absolutos
de sus correspondientes valores propios

!}V‘ ';ly\”}' ) ;E}\'HI}-‘" ..
Para® construir el elemento¥ ¢, consideremos la expresion
l Q (&) =(At, &) y demosiremos que alcanza un méiximo sobre

a bola unitaria. Sea
i ufﬁgl}mg' o

y sea £, E, ... una sucesién tal que & (|=1y
|(A%,, &) — S para n - oo.
Como la bola unitaria es débilmenle compacta en H, se puede

escoger de {&,} una subsucesién que converge débilmente hacia
un elemenio 7. En este caso ||nl|<C1 y, en virtud del lema 1

[(An, m)|=S.

Tomaremos por ¢, el elemento m. Esld claro que || 7| es exacta-
mente igual a 1. (En cfecto, sea n=r1, v |[n, || < 1. Tomemos

“mﬁ%ﬁ entonces, [|nll=1 y [(An, w)| > S, lo que contradice a
la definicién de S.) Ademas,
de donde A=tk
|y | = R0 (A, @) |=S.
Supongamos ahora que se han construido ya los vectores propios
Grs Far -y Fue
correspondientes a los valores propios
TN, W Y
Consideremos la funcional :
[(AE, B)|
sobre el conjunto de elementos pertenecientes a
Mi=HOM(% P -1 Pa)
(es decir, ortogonales a ¢, 9., ..., @,), lales que ||E}i < 1.

M, representa un subespacio invarianie respecto de A (ya que
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M (9, @u -. ., §,) es invariante y A es autoconjugado). Aplicando
a M, los razonamientos anteriores, encontraremos en M, un vector
propio del operador A; denotémoslo mediante g,4,.

Se puede dar dos casos: 1) después de un namero finito de
pasos obtendremos un subespacio M;ﬂ en el cual (A%, E)=0;
2) (AE, E) 0 sobre M, para todo n.

En el primer caso, el lema 2 implica que el operador 4 trans-
forma M, en cero, esto es, que M; consta solamente de los
vectores propios correspondientes a A=0. El sistema construido
de vectores Fcp,,} consta de un namero. finito de elementos.

En el segundo caso, obtendremos una sucesién {@,} de vectores
propios para cada uno de los cuales A,5=0. Probemos que &,—0.
La sucesi6n {@,} (como cualquier sucesién ortonormal) converge
débilmente hacia el cero y por esto los elementos Ag,=1%,p,
deben converger, segin la norma, jhacia el cero, de donde

?"u e ” Aq)u H = 0’
Sea
M’ = ) M (g, = () M= 0.
f

Si EeM’ y Es£0, tenemos
(AE, )<< 2, ||&|* paraltodo n,

(AEI g) = 0:

de donde, en virlud del lemal2 (para max |(Ag, §)|=0) aplicado
a M’, obtenemos At=0, es decir, el operador A transiorma el
subespacio M’ en cero.
De la construccién del conjunto {g,}, estd claro que iodo
vector se_puede representar en la forma
Eﬁzckq}k“{“g’| dOl‘lde_AE'=0>

deMdonde seMdesprende que
AL = Z MChPre

Elxteorema queda demostrado. Este teorema desempefia un papel
fundamental en la teoria de Ecuaciones Integrales, de las cuales
hablaremos en e| capitulo X.

Observacién. El teorema demostrado significa que para todo
operador autoconjugado y totalmente continuo A de H existe
una base ortogonal del espacio H compuesta por los vectores
propios de este operador. En efecto, para obtener una base de este
tipo bastard completar el sistema de vectores propios {¢,} construido
en la demostracién del leorema con una base ortogonal arbitraria
del subespacio M’ que es transformado por el operador A en el

es_ decir,
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cero. En otras palabras, obtenemos aqui un resultado completa-
mente andlogo al teorema sobre la reduccién de la matriz de
un operador autoconjugado de dimensién finita a la forma dia-
gonal en una base ortogonal.

Para los operadores mo autoconjugados de un espacio n-di-
mensional esta reduccién es, en general, imposible, sin embargo,
es vilido el siguiente teorema: foda transformacion lineal en un
espacio n-dimensional tiene al menos un vector propio. Es facil
ver que esta proposicién no es extensible a operadores totalmente
continuos en H. He aqui un ejemplo correspondiente. Considere-
mos en /, el siguiente operador A:

Ax=A (%15 %5y w5 Xy ...)=(0, His ff, .. )

» n_l £l
Este operador no tiene ningin vector propio. En efecto, si

Ax=hx,
se tiene

Mty =0, Mty =%y, <.y Ax,=2271, .,

de donde x,=x,=...=x,~=...=0.



CAPITULO
\%

ELEMENTOS
DEL CALCULO DIFERENCIAL
EN ESPACIOS LINEALES

En las cuestiones del Analisis Funcional que hemos tocado
en los capitulos anteriores el papel principal correspondié a los
conceptos de funcional lineal y operador lineal. Sin embargo,
algunos problemas que surgen en el Anélisis Funcional tienen
un cardcter sustancialmente no lineal e imponen la necesidad de
desarrollar, junto al Anlisis Funcional clineals, el Andlisis
Funcional «no lineal», es decir, estudiar funcionales no lineales
y operadores no lineales en espacios de dimensién infinita. Al
Andlisis Funcional no lineal pertenece, de hecho, una rama cla-
sica de las Mateméticas que es el Calcuio de Variaciones, cuyos
fundamentos fueron dados ya en los siglos XVII y XVIII en
las obras de Bernoulli, Euler, Legendre y Jacobi. No obstante,
el Analisis Funcional no lineal representa, en su conjunto, una
rama relativamente moderna de las Mateméticas, ain muy lejos
de su culminacién. En este capifulo expondremos algunos con-
ceptos primarios referentes al Anélisis Funcional no lineal, prin-
cipalmente, a la teoria de diferenciacién, asi como algunas aplica-
ciones de estos conceptos.

§ 1. DIFERENCIACION EN ESPACIOS LINEALES

1°. Diferencial fuerte (diferencial de Fréchet). Sean X e ¥ dos
espacios normados y F una aplicacién que actGa de X en V' y
estd definida sobre un subconjunto abierto O del espacio X.
Diremos que esta aplicacion es diferenciable en un punto dado

x €0, cuando existe un operador lineal acotado L.€ .9 (X, Y)
tal que

F(x+h)—F(x)=L.(R)+a(x h) 0
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f
donde Mﬁlﬂﬂ-ﬂo para || || — 0. (@)

La expresion L, (h) (que para cada h€ X representa, evidente-
mente, un elemento del espacio Y) se liama diferencial fuerte
(o diferencial de Fréchet) de la aplicacién F en el punto x. El
propio operador lineal L, se llama derivada, mdis precisamente,
derivada fuerte de la aplicaciéon F en el punto x. Denotaremmos
esta derivada mediante el simbolo F’(x).

Si la aplicacion F es dijferenciable en el punto x, la derivada
correspondiente se determina de manera tinica. En efecto, sea

F (x4 h)—F ()= L& () 4 o, (x, )= L2 (A) -+, (%, h):

entonces,
LY (hy= LY (h) = ay (x, B)—e, (%, A)

y, en virlud de (2),
) {2 i
I LE (M; LEwil o para} |k || 0. @)

Pero, si para algin h se tiene

¥ 2
I ¥ (h):Lf Wl _ g o0,

tendremos para cualquier =0

£ o) =L e[| _ o
.h. e £

y la relacién (3) no se cumple.

Sefialemos ahora algunos resultados elementales que se dedu-
cen directamente de la definicion de la derivada.

I. 8i F(x)=y,=const, se tiene F'(x}=0 (es decir, F'(x) es,
en este caso, el operador nulo). . :

2. La derivada de una aplicacion lineal continua L es esta
misma aplicacién.

En efecto, tenemos, por definicion,

L{x+h)—L(x)=L(#).

Menos obvio es el siguiente resultado importante.

3. (Derivada de una funcién compuesta). Sean X, Y y Z fres
espacios normedos, U (x,) una vecindad del punfo x,€ X, F una
aplicacidn .continua de esta vecindad en Y, y,=F (x,), V(y,) una
vecindad del punio y,€Y y G una aplicacién continua de esia
vecindad en Z. Entonces, si la aplicacién F es diferenciable en el
punio x, y G es diferenciable en el punto y,, la aplicacidn H=GF
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(que esta definida y es eoniinua en una vecindad del punto x,)
es diferenciable en el punto x, y

H' (x) =" () F" (%) )
Efectivamente, de acuerdo con las suposiciones hechas
F o +8)=F (x)) + F' (x)) £ -0, (B}

G (g +1)=G () + G () 140, ().
Pero, F'(x,} ¥ G'(y,) son operadores lineales acotados. Por eso
H (x4 8) =G (9,4 F' (x,) E+0, §) = ;
=G (yo) -+ G {go) (F' (1) 540, BN 40 (F" (%) E+0, (B} =
=G (o) + G" (o) F (x6) -+ 05 (B)-

Siendo F, G y H funciones numéricas, la férmula (4) se convierte
en la conocida regla de diferenciacién de una funcién compuesta.

4. Sean F y @ dos aplicaciones continuas que acidan de X en Y.
Si F y G son diferenciables en el punio x,, las aplicaciones F-+ G
y aF (a es un namero) son también diferenciables en esie punio y

(F +GY (xo)=F" (%) + G (x4) (5)
(aF) (xo) = aF" (x,)- (6)

En efecto, de las definiciones de suma de operadores y de
producto de un eperador por un numero, oblenemos inmedia-
tamente que

(F+ G) -+ ) =F (x, 1)+ G (x, +h)=
=F (%) + G (xg) + F () A+ G (x) b+ 0, (1)
af (x, -y = af (x,) +aF’ (x,) h 0, (A)
de donde se deducen las igualdades (5) y (6).

2°. Diferencial débil (diferencial de Gato). Sea de nuevo F
una aplicacion que actia de X en Y. Se llama diferencial débil,
o diferencial de Gato, de la aplicacién F en el punto x al limite

DF (%, h)=‘ng(I+fh)f PPl

y

y

y

=lim
1] £=0
donde la convergencia se enliende como la convergencia segln
la norma del espacio Y.

La diferencial débil DF (x, i) puede no ser lineal respecto a h.
Si esia lincalidad tiene lugar, es decir, si

DF (x, hy=F.(x)}h,
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donde F;(x) es un operador lineal, este operador se llama deri-
vada débil (o derivada de Gato).

Sefialemos que para las derivadas débiles no se cumple, como
regla general, el teorema sobre la diferenciacién de una funcion
compuesta. (Dése un ejemplo).

3°. Formula de incremento finito. Supongamos que O es un
conjunto abierto de X y que el segmento [x,, x] estd contenido
integramente en 0. Sea, ademas, F una aplicacion de X en Y,
definida sobre O, que tiene derivada débil F, en cada punto
del segmento [x,, x]. Poniendo Ax=x—x, y tomando una fun-
cional arbitraria ¢ €Y*, consideremos la funcién numérica

ft)=@(F.(x,+ £ Ax)),

definida para 0 <C ¢ < |. Esta funcion es diferenciable respecto a £.
Efectivamente, en la expresion

FE-LA)—F () F (xo-Ht Ax-Af Ax)—F (xg+ %)
Al =P Y]

se puede pasar al limite bajo el signo de la funcional lineal
continua ¢. Tendremos, entonces,
f ()= (Felxo+1 Ax){Ax)).
Aplicando en el segmento [0, 1} a ta funcion f la [6rmula

de incremento finito, encontraremos

f()—f(0)={"(B), donde 0<CO<CI,
es decir,

@ (F () —F (xg)) =@ (Fe (%, + 0Ax) (Ax)). )
Esta relacién tieme lugar para cualquier funcional ¢ € ¥* (el va-
lor 6 depende, claro estd, de ¢). De (7) obtenemos

l@ (F ) —F (o) | <|l@ll sup || Fexo+08x) -l Ax].  (8)
[ Ey

Escojamos ahora una funcional no nula ¢ de manera que
PFE—F )=l Fx)—F &)

(tal funcional ¢ existe en virtud del teorema de Hahn-—Banach).
Entonces, obtenemos de (8)

[[Fx)—F(x) || << sup |[Fe(xo+0Ax) ]| Ax]| (Ax=x—x,). (9)
PR R

Esta desigual dad puede ser considerada como un analogo del teo-
rema del valor medio para las funciones numéricas.
Aplicando la desigualdad (9) a la aplicacion

x— F (x)— F (%) (Ax),
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obtendremos la desigualdad siguiente:

[ F (x)—=F (x) —Fi (%) (AR} | <
énsgglﬂFé{xu+ﬂﬂx)—-FL(-¥o}l|'1iAxll- (10)

4°, Relacién entre las diferenciabilidades débil y fuerte. Las
diferenciabilidades débil y fuerte constituyen conceptos diferentes
incluso en el caso de espacios de dimension finita. Efectivamente,
es bien conocido del Anélisis que para uma funcién numérica

f(x)=f(xl' LB AL xn)

la existencia de la derivada
£ fe+th)

para cualquier h=(h,, ..., h,) fijo no implica afin, en el caso
de n =2, la diferenciabilidad de esta funcién, es decir, la posi-
bilidad de representar su incremento f(x 4 h)—F{x) como la suma
de una parte lineal (respecto a k) y un miembro infinitésimo de
orden superior al primero respecto a {A|.

Como ejemplo elemental, puede servir aqui la funcién de dos
variables

*3x,

x4 x,+—"5, cuando xf-4-xi+0,
f{xp xe) -

PR (11
0, cuando x,=x,=0.

Esta funcién es continua en todo el plano, incluido el punto
(0, 0). Tiene diferencial débil en el punto (0, 0), ya que

OO CRR N\,
ol T SRR | (h‘+h’+ f'h:+f'-'n§) =hthy

Sin embargo, esta diferencial no constituye la parte lineal prin-
cipal del incremento de la funcién (11) en el punto (0, 0). En
efecto, sea

K,
0 (0, B)=(0-+h)—F (O)—(hy -+ ) = 2.
i1+ s
Entonces, tomando h,=h}, tendremos
o0, n__ f ~1l_o
inias. B © N, 2y W rm 2 ol

Al mismo tiempo,si una aplicacion F es diferenciable en el senti-
do fuerie, es diferenciable también débilmente y, ademas, las dife-
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renciales fuerte y débil coinciden. Efectivamente, para una
aplicacion fuerfemente diferenciable, tenemos
Fx+th)y—F (x)=F' (x) (th) + o (th) = tF' (x) (k) + o (th)
y
F () () +2C2 ., P (1) ).
Busquemos ias condiciones en las cuales la diferenciabilidad
débil de una aplicacion F implica su diferenciabilidad fuerte.

TEOREMA I. Si la derivada débil F(x) de la aplicacién F existe
en una vecindad U (x,) del punio x, y representa en esta vecindad
una funcion continua (operadora) de x, la derivada fuerte
F' (x,) existe en el punio x, y coincide con la débil.

DEMOsTRACION. Por hipdtesis, la aplicacion F tiene derivada
debil, esto es, DF (x,, #)=F_(x,)h. Escojamos i de manera que
X,+heU(x,) y consideremos la expresién
o (o h)=F (¥ 4-h) —F (x)—F(x) h. (12)
Si e es ahora un elemento arbitrario del espacio 4* dual a Y,
obtenemos de (12)
(0%, ), &)= (F(x+M)—F (), e)—(Fi{x))h, e). (13)
Consideremos la funcién f(f)=(F (x,+th), ¢) de argumento nu-
mérico £. Esta funcién es diferenciable respecto a £ y para ella

j_fz lim (“‘0"'”“*"3’;’2*”"""””, e):(F;{xn-l-th}k, e).
At «+ 0

Fe th)—F () _
[

Por eso, aplicando a [ la férmula de incremento finito, podemos
escribir la igwaldad (13) en la forma

(0 (%o, B), &)= ([Fe(xo+vh)—F(x)] , ), (13)

donde 0<Ct<{l. Para un 4 fijo, el elemento e€¥* se puede
escoger de manera que |le]|=1 y que se cumpla la desigualdad

| @k B).e] 2 110 (Xor ANl = 10 (koo B
De aqui y de la igualdad (13') encontramos que
llo> (xa, A << 21| Fi (g -+ thy—F ()i « ||l -

Pero F.(x) es, por hipdtesis, una funcién operadora centinua
de x; por eso,

Lim | Fi (2 +th)—F (x,) || =0,
0
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de manera que |l (%, h)|| es una infinitésima de orden superior
al primero respecto a I|h)j, es decir, F,(x,)h constituye la parte
principal de la diferencia F(x,+h)—F (x,). Con esto queda
demostrado tanto la existencia rge la derivada fuerte F' (x,) como
su coincidencia con la derivada débil. En lo sucesivo conside-
raremos, siempre que no se diga lo contrario, aplicaciones dife-
renciables en el sentido fuerte y, por consiguiente, también en
el débil.

5° Funcionales diferenciables. Hemos infroducido el concepto
de diferencial de una aplicacién F que actfia de un espacio normado X
en otro espacio normado Y. La derivada F’ (x) de esta aplicacién
representa para cada x un operador lineal de X en Y, esto es,
un elemento del espacio .#(X, Y). En particular, si Y es la
recta numérica, F es una funcién sobre X que toma valores
numéricos, es decir, una funcional. En este caso, la derivada de
la funcional F en el punto x, es una funcional lineal (que de-
pende de x,), es decir, un elemento del espacio X*,

Ejemplo. Consideremos en el espacio de Hilbert real H la
funcional F(x)=||x||*. Entonces,

xRl =11 = 2 (%, R)+ [1AN%

la expresiéon 2 (x, y) constituye la parte lineal principal de esta
expresion y, por consiguiente ),

F' (x) = F} (x) =2x.

EJERCICIO. Calcilese la derivada de la funcional || x||. (Respuestn: “—‘:”

para x # 0; para x=0 no existe |.

6°. Funciones abstractas. Supongamos ahora que el espacio de
argumentos X coincide con la recta numérica. La aplicacion F(x}
que pone en correspondencia al nimero x un elemento de un
espacio de Banach Y se llama funcion abstracta. La derivada de
una funcién abstracta F'(x) (si es que existe) representa (para
cada x) un elemento del espacio Y. Para una funcién abstracta
(que representa una funcién de un argumento numérico) la dife-
renciabiiidad débil coincide con la fuerte.

7°. Integral. Sea F una funcién abstracta de argumento real
¢ con valores en un espacio de Banach Y. Si F estd definida
sobre un segmento [a, b], se puede definir la integral de la

1 Basindonos en el {eorema sobre la expresidn geéneral de una [uncio-
nal lineal continua en un espacio de Hilbert, identificamos aqui las funcio-
nales de H* con los elementos correspondientes de H
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funcién F en el segmento [a, b]. Esta integral se comprende
como e} limite de las sumas integrales

NI RICNEER

correspondientes a las particiones
a=t, <t <, ..<t,=b, E €[ty tyrl
cuando max|#;,,—1,|—0. Esta integral (que representa, evi-
dentemenie, un elemento de V) se denota mediante el simbolo
[
S F () dt.
Razonamientos, analogos a los empleados para funciones que
foman valores numéricos, demuestran que la integral de una
funcién continua sobre un segmento existe; ademés, ella tiene
propiedades andlogas a las propiedades de la integral corriente
de Riemann. Sefialemos entre estas propiedades las siguientes.
1. Si U es una aplicacién lineal continua fija del espacio ¥
en un espacio Z, se tiene

] b
SUF@tydt=u { Fyar.

2. Si F(f) es de la forma f(f)y, donde f es una funcién
numérica € y, un elemento fijo de Y, se tiene

SP(tydt=y, (f)ar.

3I

N

b b
§F(yat Hs; {IF@

Sean X e Y de nuevo espacios normados y sea BC (X, Y) el
espacio lineal de fodas las aplicaciones continuas acotadas! de
X en Y, En el espacio BC (X, Y) se puede introducir una topo-
logia tomando por vecindades del cero los conjuntos

Un, e=[F: sup |[Fx)ll<e}.
hxli<na
Esta tfopologia coincide en el subespacio Z(X, ¥) < BC(X, Y)
1 Una aplicacién F: X — V se llama acofada, cuando para todo con-

junto acotado Q < X el conjunto F(Q) es acotadec en Y. Una aplicacion
continua no lineal no es necesariamente acotada.
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de todas las aplicaciones lineales continuas de X en Y con la
topologia corriente de % (X, Y) definida por la norma de opera-
dor. Sea J = [x,, x,- Ax] un segmento rectilineo de X. Supon-
gamos dada una aplicacion continua de este segmento en el
espacio BC (X, Y), es decir, supongamos que a cada punto x€j
se ha asignado una aplicacién F(x)€BC(X, Y) que depende
continuamente del parametro vectorial x € J. Entonces, se puede
definir la integral de F(x) en el segmento J, tomando

Ko+ 4 i
§ Fode={[F (x,-+1Ax) Axdt (14)
Xy 1]

(aqui F(x,+fAx)Ax es para cada {€[0, 1] un elemento del
espacio Y, precisamente la imagen del elemento Ax € X mediante
la aplicacion F (x,~-{Ax). Estd claro que la integral que figura
en el miembro derecho de la férmula (14) existe y representa un
elemento del espacio Y.
Apliquemos estas ideas al problema de reconsiruccién de una
aplicacion a partir de su derivada.
Consideremos una aplicacion F que actia de X en Y y que
tiene en el segmento [x,, x,+ Ax| derivada fuerte continua
gk Ax
F'(x)€ Z (X, Y). Entonces, existe la integral S F' (x)dx. De-
mostremos que tiene lugar la igualdad N
Eg+dx
{ P ()de=F (t+ A0 —F () (15)
que generaliza la férmula de Newton-Leibniz. En efecto, por
definicion,
g+ Az -1
[ Fogde= lim 3% F(vo+fy AxHA2) (fess—t) =
= 0%=0

’ n=1 .,
= 1 F
ol .&=2n () (85y),
donde Xp=x,+ (A%, Axp={ty,—L)AX ¥y A=max ({p.,—Ly).

Pero, al mismo tiempo, para cualquier parficién del segmento
0<t<C1 tenemos i

Fixot B)—F (1) = 3 [F (fo-+ tyur B0 —F (- (0] =

=k§ [F (tpns)—F (£)}-
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De la formula (10} de incrementos finitos, encontramos
n=1 -
| S e —F ) —F (B 83,)
k=
=1 -
< || Ax| é}u (too—Trysup || F' (¥, +08Ax)—F (. (16)

Como la derivada F’ es continua y, por consiguiente, también
uniformemente continua sobre el segmento [¥,, x,-+Ax], el
miembro derecho de la desigualdad (16) tiende a cero, cuando
disminuyen indefinidamente las longitudes de los elementos de la
particién del segmento [x,, x,+ Ax], v de aqui se sigue ia
iguaidad (15).

8°. Derivadas de ordenes superiores. Sea F una aplicacion
diferenciable que actia de X en Y. Su derivada F’(x) es, para
cada x € X, un elemento de Z (X, Y), es decir, F’ es una apli-
cacién del espacio X en el espacio de operadores lineales % (X, Y).
Si esta aplicacion es diferenciable, la derivada correspondiente
a ella se llama segunda derivada de la aplicacion F y se denota
medianie el simbolo F*. De manera que F”(x) es un elemento
del espacio Z (X, Z (X, Y)) de operadores lineales que actiian
de X en .Z (X, Y). Probemos que Jos elementos de este espacio
admiten una interpretacion més cémoda y més clara a partir de
las asi llamadas aplicaciones bilineales.

Decimos que se tiene una aplicacidn bilineal B del espacio X
en el espacio Y, cuando a cada par ordenado de elementos x, x’
de X corresponde un elemento y=B(x, x')€Y de manera que
se cumplen las siguientes condiciones:

1) para cualesquiera x,, X,, xi, ¥, de X y cualesquiera niime-
ros a, P se verifican las iguafdades:

B (ax,+4-Bux,y, ¥')=aB(x,, )-8 (x, x'),
B(x, ax;+Px)=aB(x, x1)4-pB (x, %)
2) existe un namero positivo M tal que
1B (x, xIN<MIxl-| &Il (17
para todos los x, x' € X.

En otras palabras, la primera de estas condiciones significa
que la aplicacion B es lineal respecto a cada uno de sus dos
argumentos; no es dificil comprobar que la segunda condicién
equivale a la continuidad de B respecto al conjunto de argumentos.
El menor de los niimeros M que satisface la condicién (17) se
llama norma de la aplicacién bilineal B y se denota con || B|l.
De una manera evidente se definen las operaciones lineales para
aplicaciones bilineales que tienen las propiedades habituales.

<
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De esta forma, las aplicaciones bilineales del espacio X en el
espacio ¥ constituyen un espacio lineal normado que denotaremos
con B(X2, Y).

A cada elemento A del espacio Z(X, Z(X, Y)) se puede
poner en correspondencia un elemento de B(X? Y), tomando

B{x, x")=(Ax)x". (18)

Es obvio que esta correspondencia es lineal. Probemos que es,
ademas, isométrica y transforma el espacio Z (X, Z(X, Y)) en
todo el espacio B(X? V). En efecto, si y=B(x, x'}=(4x)x’,
tenemos

NN AN N NAN-N 2 -1 ]
de donde

HBI<IAL. (19)

Por otro lado, dada una aplicacién bilineal B, la aplicacion
%'~ (Ax)x"=B(x, x') es, para un x€ X fijo, una aplicacion
lineal del espacio X en Y.

Por consiguiente, a cada x& X se pone en correspondencia
un elemento Ax del espacic Z (X, Y); es obvio que Ax depende
linealmente de x, es decir, que la aplicacién bilineal B define
un elemento A del espacio # (X, & (X, Y)). Ademas, esta claro
?ue la aplicaciébn B se reconstruye a partir de A mediante la
6rmula (18) y que

NAxll= sup Il (A% %" 1= sup | Blx, )< BI- W%
& || x| =

de donde
HANSN Bl (20)

Comparando (19) y (20), obienemos || A||=| Bil. De modo que
la correspondencia entre B(X?% Y) y Z (X, Z(X, Y)) definida
por la igualdad (18) es lineal e isométrica y, por comsiguiente,
biunivoca. Ademas, la imagen del espacio Z (X, Z(X, Y)) es
todo el espacio B(X?, Y),

Hemos visto que la segunda derivada F”"(x) es un elemento
del espacio 2 (X, Z (X, Y)). De acuerdo con lo expuesto podemos
considerar que F”(x) es un elemento del espacio B (X3, Y).

Veamos algunos ejemplos. Sean X e Y espacios euclideos de
dimensién finita, m y n respectivamente. Entonces, toda aplica-
cién lineal de X en ¥ se puede definir mediante una (mxn)=
=matriz. De manera que la derivada F’(x) de la aplicacién F,
que actiia de X en Y, es una matriz (dependiente de x €& X). Si
en X e Y se escogen unas bases, digamos,

By s B (8 K ¥ lin vens Focll ¥
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tendremos
X=X+ %L+ ... + Xl
y='y1ril+ysf:+ ‘e ";‘ynlfn
y en este caso
9 9y L7
J dxy ox; dx,l
Friey=q » -« .. .
Oy Oys O
\Ox, 0x, " Oy

La segunda derivada F”(x} se determina por un conjunto de
mxmxn valores af; = 52—’5,-‘— Este conjunto de valores af; puede

ser considerado o bien como una aplicacion lineal del espacio X
en el espacio & (X, V) definida por

o
bi= 3 i
o bien como una aplicacion bilineal del espacio X en Y definida
mediante la férmula o

1T
ke B ghyyt
¢ :.%éu afxx;

De una manera andloga se puede introducir el conceplo de
tercera, cuarta y, en general, n-ésima derivada de la aplicacién F,
que actia de X en Y, definiendo la n-ésima derivada como la
derivada de la derivada de orden (n—1). Es obvio que la n-ésima
derivada constituye un elemento del espacio .Z (X, Z(X, ...,
Z (X, Y)). Repitiendo los razonamientos, empleados para la
segunda derivada, se puede asignar de un modo naturai a cada
elemento de este espacio un elemento del espacio N (X", Y) de
las aphcamones n-lineales de X en Y. Por una aplimcién n-fineal

se entiende aqui una correspondenc:a y=N(x', x", ..., x'") entre
los sistemas ordenados (x’, x°, ..., x') de elementos 'de X y los
elementos” del espacio ¥ que es lineal respecto a cada x’, cuando
son fijos los elementos x, ..., x¥™0, x¥¥u, X, v que
verifica para un M >0 rletermmado la r:ondlc:on

INGE, ey M ] e )

Por consiguiente, la n-ésima derivada de [a ?‘Plicacién F se puede
considerar como un elemento del espacio N (X7, Y).

9°. Diferenciales de orden superior, Hemos definido la diferen-
cial (fuerte) de una aplicacién F como el resultado de aplicar al
elemento A€ X el operador lineal F'(x): dF =F’' (x)(h). La dife-
rencial de segundo orden se define como d*F =F"(x}(h, h), es
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decir, como una expresion cuadratica correspondiente a la aplica-
cion F"(x)€B(X?, Y). De un modo analogo, la diferencial de
orden n se define mediante d"F=F"™ (x)(h, h, ..., h), esto es,
como aquel elemento del espacio ¥V en el cual se transforma por
la ap)l(icac}?n FW(x) el elemento (h, h, ..., IEXXXX...
eer X X o= X0,

10°. Foérmula de Taylor. La diferenciabilidad fuerte de la
aplicacién F significa que la diferencia F(x-+#A)—F (x) se puede
representar como la suma de un miembro lineal y un sumando
de orden superior al primero respecto a |[k]]. Este resultado se
generaliza en una férmula andloga a la férmula de Taylor para
las funciones numéricas, conocida del Analisis.
T1EOREMA 2. Sea F una aplicacion que actia de X en Y, que estd
definida en una regidn Oc X y tal que F'™ (x) existe y representa
una funcion uniformemente continua de x en O. Enfonces, tiene
lugar la igualdad

F+0)—F () =F (9 () +5 F" () (b, )+ ..

e FO @G o Dol B @1)
donde || (x, B)||=o (A"
La pEmosTRAciON se realiza por induccion. Para n=1 la

igualdad (21) es ftrivial Supongamos que ella es valida para
n—1 cualquiera que sea la aplicacion que safisiace las condiciones
del teorema. Entonces, para la aplicacion F’ tenemos

F'(x+R)=F’ () + F" () () + 5 F'"" () (s )+
1

oot PO O B By ey By (s B, (@22)

donde || @, (x, k) | =0 ({| A ][*~*). Integrando en el segmento [x, x+ ]
ambos miembros de la igualdad (22) y empleando la férmula
(15) de Newton— Leibniz, encontraremos

1 L

F(x+!:]—-F(x)=SF’(x—a-th)hdt:S{F‘(x}—I—IF”(x)(h}—!—
] 1]
g B (3) (h B)+-. .
L__nmipe gy, f;)}hdt+R,,. (23)

£
ST
1

donde R,={w, (x, thyhdi.

o
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De (23) obtenemos
F(x+B)—F ()= F (x) () + 5 F* (1) (b, W)+ ...

oo F e FO Ry Ly R,

siendo
1
LRI S oy e, i) aftat =0 n ).
o
Con esto nuestra proposicion queda demostrada.
La férmula (21) se llama formula de Taylor para aplicaciones.

§ 2. PROBLEMAS EXTREMALES

o Una de las secciones mds antiguas y mas elaboradas del And-
lisis Funcional no lineal es la biisqueda de extremos de funcionales.
El estudio de estos problemas constituye el contenido del asi
llamado Célculo de variaciones. Los métodos que se utilizan en
el Céleculo de variaciones estdn sujetos, en su mayor parte a la
forma especial de aquellas funcionales cuyos valores extremales se
buscan. Sin embargo, se puede enunciar algunos resultados y
métodos generales para funcionales mds o menos arbitrarios. Sin
plantearnos la tarea de dar una exposicién un tanto detallada de
los métodos variacionales, nos limitaremos a dar un examen breve
de aquellos elementos de la feoria general de problemas para
funcionales que constituyen el fundamento del Calculo de varia-
ciones. .

1°, Condicién necesaria de exfremo. Sea F una funcional que
toma valores reales, definida en un espacio de Banach X. Se dice
que la funcional F alcanza un minimo en el punto x,, cuando
para todos losx, suficientemente préximos a x, y tales que F(x)
estd definido, se cumple la desigualdad F(x)—F(x)>0. De
manera aniloga se define un maximo de una funcional. Si en un
punto dado x, la funcjonal F alcanza minimo o maximo, diremos
que la funcional tiene en este punto extremo.

Diferentes problemas mecanicos y fisicos pueden ser reducidos
ala bfzsc‘ueda del extremo de unas u otras funcionales.

Para las funciones de n variables es bien conocida la siguiente
condicién necesaria de extremo: si la funcién [ es diferenciable
en el punto x,=(x}, x3, ..., x§) y tiene extremo en este punto,
en este punto df =0 6, lo que es equivalente,

BE e W o o OF

dxy T oxy " 9xy T

Esta condicién se extiende ficilmente a las funcionales.
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TEOREMA 1. Para que una funcional diferenciable F alcance extremo
en el punto x, es necesarip que su diferencial en este punto sea
igual a cero para todo h:

F (%) (h)=0.
pemosTrACION. Por definicion de la diferenciabilidad, tenemos
F(x,+hB)—F (%) =F" () (W) +-o ([ 2])- M

Si F’(x,)}(h) =0 para algin h, entonces, para valores reales sufi-
cientemente pequenos de 4, el signo de toda la expresion F’(x,)(Mh)+
+o()| i])) coincide con el signo de su término principal F’ (x,) (Ah).
Pero F’(x,}) es una funcional lineal y por eso F'(x)(Ah)=
=AF" (x,) (). De manera que siendo F’ (x,) (h) #=0, 1a expresion (1)
puede tomar, para h arbitrariamente pequefos, tanto valores
positivos, como negativos, es decir, no puede haber extremo en el
punto x,.

Veamos algunos ejemplos.

1. Sea

i
Feoy=\f(t, x@)dt, (@)

donde f es una funcién continuamente diferenciable. Esta funcional,
considerada en el espacio Cp,, 5 de funciones continuas, es diferen-
ciable. En efecto,

Fx+h—F(x)=
b ]
= x+m—Ft, Hldi= =0 Dh@dt+o(lal),

a a

de donde
b

dF = { f.(6, x@)a(de.
La igualdad a cero de esta funcional lineal para {odos los # € Cya, )
significa %ue Fu(t, x)=0. Efectivamente, para todo x({})€Cpa, 1
la derivada fy(f, x) es una funcién continua de £ Si ella es
diferente de cero en algiin punto {, digamos, f(t, x(t,)>0,
esta ignaldad tendra lugar también en una vecindad (=, B) del
punto /. Entonces, tomando

‘ { ({—c) (p—{) para e <{{<{f,
HE=) g para los demas f,
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obtendremos que
b
Crott, 9 h@ae > o.
a
La contradiccién obtenida demuestra nuestra proposicién. La
ecuacion fy(f, x)=0 determina, en general, una curva en ia cual
la funcional (2) puede alcanzar un extremo.
2. Consideremos en el mismo espacio Ciq, ¢ la funcional

b b
F= K@, )2 @) x @) dE, 6, 3)

donde K (E,, §,) es una funcién continua que satisface la condicion
K&y E)=K (8. &). Es facil calcular que la diferencial de esta
funcional es igual a

P T

b
dF =2 [ [ K @ 802 @) 1 () B, 5y

Si esta expresion es igual a cero para todo A€Cy, 5, tenemos,
por los mismos razonamientos que en el ejemplo I,

B
(K (5, &) G dE, =0 para todo &, a<<E, <b.

Una de las soluciones de esta ecuacién es jla funcion x=0. La
respuesta a la pregunta de si existe extremo en este punto y si
existen otros puntos en los que es posible un extremo, depende de
ita forma de la funcién K (§,, &,) v exige un estudio complemen-
ario.

3. Consideremos la funcional

b
F={ft, x@),  @)at, )

definida en el espacio C E.,_ 5 de funciones continuamente diferen-
ciables sobre el segmento [a, b]. Aqui x’ ((}:Exg’, y f{t, x, x)

es una funcién dos veces diferenciable de sus argumentos. La
funcional (4) desempefia un papel principal en varias cuestiones
del Céleulo de variaciones. Busquemos su diferencial. Utilizando
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la férmula de Taylor, encontramos

b
Flx--h—F @)= [f{t, x4+h 5 +h)—Ff(t, 5, )] di=

(LA Foh)dl o ([ A1),

Be—ygy

donde || & es la norma de la funcién & como elemento del espacio

Cla. 13- Por consiguiente, la condicién necesaria de extremo de la
funcional (4) es A

dF = § (fh+ foh)dt =0. (5)

a4

En su forma integral esta condicién es poco Gtil para buscar la
funcién x en la que se alcanza el extremo. Démosie una forma mis
cémoda, integrando por partes en (5) el término fi.A’. Tendremos
b b
5 Fub' dt = b

a a

—Sah;r-f;,df.
De manera que ’
1] ]
dF = (f = — [ hdt + | =0. ©)

Esta jgualdad debe verificarse para todo k, en particular, tam-
bién cuando h{a)=~Hh(b)=0. Por consiguiente,
I3
+ d .
(=g fi) hdt=0

para todos los h tales que h(a)=h(b)=0, de donde, con razona-
mientos analogos a los empleados en el ejemplo I, encontramos

' d
fx'_d_!fx'ﬂﬁ' (7)
Por eso, la igualdad (6) se reduce a
fuh la=0. (8)

Si la funcional (4) se considera para todas las funciones x conti-
nuamente diferenciables definidas sobre [a, b], podemos escoger h
de modo que A(a)=0, k(0)s=0 y entonces obtenemos de la
igualdad (8)
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Ferle=p=0; 9)
por olro lado, tomando h(b)=0, h{a)s=0, oblenemos
f;’ Jf=a= 0. ”0)

Por consiguiente, de la condicién (6) de igualdad a cero de la
diferencial de la funcional (4) hemos obtenido que la funcion x,
que ofrece extremo a la funcional (4) debe verificar la ecuacién
diferencial (7) y las condiciones de contorno (9) y (10) en los
extremos del segmento [a4, #]. Como la solucién general de una
ecuacion diferencial de segundo orden contiene dos constantes
arbitrarias, tenemos a nuestra disposicion un ndmero de condicio-
nes de contorno necesario precisamente para encontrar estas cons-
tantes.

2°. Segunda diferencial. Condiciones suficientes de extremo de
una funcional. Volvamos de nuevo al problema sobre la bisqueda
del extremo de una funcién de n variables. Supongamos que para
la funcién f(x,, ..., x,) se cumple en el punto (x%, ..., x2} la
condicién df=0. Entonces, como se sabe, para resolver el proble-
ma de si hay o no hay efectivamente en este punto un extremo,
debe considerarse la segunda diferencial. Tienen lugar las siguien-
fes proposiciones.

1. Si una funcion f(x,, ..., x,) fiene en un punto (x3, ..., x5)
minimo, en ese punfo d*f =0. (Anélogamente, si en un punto
{(x3, ..., x3) hay méaximo, en ese punto d*f < 0).

2. Si en un punto (3, ..., xp) se cumplen las condiciones

n aar
df=0y df= . ‘; ET dx,dx, > 0
& A=L

(cuando no todo dx;=0), la funcidon f(x) tiene en ese punio mi-

nimo (andlogamente, maximo, si d*f < Q).

Veamos en qué medida subsisten estos resultados para funcio-
nales definidas en un espacio de Banach.

TEOREMA 2. Sea F una funcional real, definida en un espacio de
Banach X, con segunda derivada continua en una vecindad del
punto x,. Si esta funcional alcanza un minimo en el punto x,,
enfonces, d*F(x,) =0V.

pemosTRAcION., Empleando la formula de Taylor, tenemos
F (ko +h)—F (50) = F" (2} (0) 4 F" (xo) (B )0 ([ 7).

L Esta desigualdad significa que F* (%) (h, #)==0 para todo A.
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Si la funcional F tiene minimo en el punto x,, entonces, F’ (x,)=0
y queda la igualdad

Frg+h)—F (tg) =5 F" (s} (0, W)+o (A1), (11)
Si para algiin A admisible tiene lugar la desigualdad
F'(x)(h, R} <0 (12)

veremos, teniendo en cuenta que F”(x,)(eh, eh)=¢e*F"(x,) (k, h),
que existen elementos % de norma tan pequefia como se quiera
ara los cuales también se cumple (12). Pero, el signe de toda
a expresién (11) depende, para ||&] suficientemente pequefio, .del

signo de su término principal —;vF(xo) (h, h) y obtenemos que

F(xy 4+ B)—F (1) =5 F" (%) (4, h)+o (A" <O,

es decir, que no hay minimo en el punto x,. Andlogamente se
considera el caso de méximo.

El teorema demostrado es una generalizacién directa del {eo-
rema correspondiente para las funciones de un nimero finito de
variables, La situacion es distinta en el caso de la condicion
suficiente. La condicién mencionada mas arriba d F" (x,) (h, B) > 0,
que es suficiente para el minimo en el caso de funciones de n
variables, no resulta suficiente para funcionales definidas en un
espacio de Banach de dimension infinita. Veamos un ejemplo
sencillo. Consideremos en el espacio de Hilbert la funcional

F{x)=2 x—s“z £
n=1 A=l

En el punto 0, la primera diferencial de esta funcional es igual

a 0 y la segunda es igual a Z ¢ . es decir, representa una
n=7]

funcional definida positiva. Sin embargo, en el punto 0 no hay

minimo, ya que

awn

F{0)=0y F(O. o 02, 0, ---)=%_T}f<°'

Por consiguiente, en cualquier vecindad del punto 0 exislen pun-
fos en los cuales F (x) < F(0).

Introduzeamos el siguiente concepto. Una funcional cuadra-
tica B se llama fuertemenie positiva, cuando existe un niimero
c>0 tal que B(x, x)=c| x{* para todo x.
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TEOREMA 3. Si una funcional F, definida en un espacio de Banach
X, verifica las condiciones
1) F’(x;)=0,
2) F"(x,} es una funcional cuadrdtica [uerfemente positiva, F
tiene minimo en el punto x,.

DEMOSTRACION. Escojamos e >0 tfan pequefio que para |[hlj<<e
la magnitud o(j|#||?) en la igualdad (11) verifique la condicién

lod| A1) < - ll&l1% Entonces,

F (xy -+h)—F (x) =5 F" (x,) (b, B)+o(|A[|?) > 5 I[k{* >0
para |[h| <e.

En un espacio de dimensién finita la positividad fuerte de
una forma cuadrética equivale a que sea definida positiva y por
eso (siendo igual a cero la primera diferencial) es una condicién
suficiente de minimo de una funcién de un namero finito de
variables el que'la segunda diferencial sea definida positiva. En
el caso de dimensién infinita (como muestra el ejemplo dado
mds arriba), la positividad fuerte es una condicién mas fuerte
que la de definida positiva.

La condicién de positividad fuerte de la segunda diferencial
que garantiza la existencia de minimo es comoda porque se puede
aplicar a cualquier funcional (independientemente de su forma
concreta) dos veces diferenciable en cualquier espacio de Banach.
Al mismo tiempo, esta condicién resulta demasiado tosca y difi-
cilmente comprobable en casos practicos importantes. En el Cal-
culo de variaciones se establecen unas condiciones suficientes de
extremo mas finas (que emplean la forma concreta de las funcio-
nales que se consideran en los problemas variacionales); sin em-
bargo, la exposicion de estos temas no entra en la tarea de
nuestro libro.

§ 3. METODO DE NEWTON

Uno de los métodos bien conocidos de resolucién de ecuacio-
nes de tipo

f{x}=0 (1

(f es una iuncion numérica de argumento numérico, definida en
un segmento | éo es el asi llamado método de Newton o mé-
todo de tangentes nsisie en que para resolver la ecuacion (1)
se buscan las aproximaciones sucesivas de acuerdo con la férmula
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recurrente
f (%) (2)

R )

(por aproximacion nula x, se torna aqui un punto arbitrario del
segmento donde estd definida f). La interpretacién geométrica de
este método viene dada en la fig. 19. puede demostrar que
si x¥* es la Omica raiz de la ecuacién (1) en el segmento [a, 0]
%J si la funcién f tiene en este segmento la primera derivada di-
erente de cero y la segunda derivada acotada, existe una vecin-

X
Xo Xt Xr\

FIG. 19

dad de la rajz x* tal que si el punto x, se toma en esta vecin-
dad, la sucesién (2) converge hacia x*.

El método de Newton se puede extender a las ecuaciones en
operadores. Expondremos aqui este método para el caso de ecua-
ciones en operadores en espacios de Banach.

Consideremos la ecuacion

Fx)=0, ©)]

donde F es una aplicacion de un espacio de Banach X en otro
espacio de Banach Y. Supongamos que la aplicacién F es fuer-
temente diferenciable en una bola B(x,, r) de radio r (cuyo
centro x, fomaremos como la aproximacion nula de la solucion
que buscamos) y que su derivada F’ satisface en esta bola la
condicién de Lipschitz, es decir,

| F’ () —F (%) | < L{|x,—x, |l (L=const). (4)

Sustituyendo, al igual que en el caso unidimensional, la expre-
sibn F (x,)—F (x) por su parte lineal principal, esto es, por el
elemento F'(x,)(x,—x), obtendremos de (3) una ecuacién lineal
F* () (xg—x)=F (x,), cuya solucién x,= x‘,-—gF’ (x)] ' Fx,) es
natural fomar por la siguiente aproximacion de la solucién x de la
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ecuacién F(x)=0 (agui se presupone, claro estd, la existencia
del operador [F’(x,)]~"). Repitiendo estos razonamientos, obten-
dremos una sucesion

Xnﬂﬂxn_[F’ {x"}]—l{f-‘ [.‘C")) (5,]
de soluciones aproximadas de la ecuacién (3). En el caso de
dimensién infinita, 1a bésqueda del operador inverso [F’(x,)]~’
puede resultar una tarea suficientemente compleja. Por eso, con-
viene, a veces, emplear aqui el asi llamado méfodo modificado
de Newtfon. La modificacién consiste en que, en lugar de la
sucesién (), se considera la sucesién definida por la férmula

Knta ‘_'xr:_[F’ (xo}]_l (F (xn))! (6)
es decir, en cada paso el operador inverso [F’(x,)| ! se toma
para un mismo valor del argumento x=x,. Aunque esta modifi-
cacion reduce la velocidad de convergencia, resulta con frecuen-
cia conveniente desde el punto de vista de célculo. Pasemos
ahora al enunciado y a la demostracion de la proposicién exacta.
TEOREMA 1. Sean M= || [F" (x}]=2 |, k=|[F'(x)]7*F (xo)|| y sea

L la constante que figura en la desigualdad (4). Entonces, si
h=MRrL < -;— y t, es la menor de las raices de la ecuacién
htt—t 1 =0, la ecuacion F (x)=0 tiene en la bola || x—x,|| <
< {,k una solucién finica x* y la sucesicn {x,) definida por la
formula recurrente (6), converge a esta solucion.
pEMOSTRACION. Consideremos en el espacio X la aplicacién Ax=
=x—[F"(x,)] *F(x). Esta aplicacién transforma la bola
[lx—x, || <tk en si misma. En efecto,

Ax—xg=x—x,—[F' (x,)] "' F (x) =

&= [F* (%a)]* {F" (o) (¢ — %) —F () + F (xg)) — [F" (x6)] ~* F (x,).
Por eso,
“ Ax"""‘xu |!‘-<.[| [F’ (xo)]*‘H'H F’.(xn) {;V--*JC.,)—F(X}-—}-

+F (k) [1 41| [F" (xo)] 71 F (x5} ]
es decir,

[ Axmxo | < M| F* (%) (x—x0)—F (£} - F (xo} | k. (7)
Consideremos la aplicacién auxiliar
@ (x)=F (%)~ F (x6) — F" (xg) (x - x,).
Es diferenciable y su derivada es igual a
Q' (x)= F' (x)—F' (x,).
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Si || x—x, || < fok, tiene lugar la estimacién
19 () I=|F ()—F () | < Ll x—x [l < Ltk
De aqui, segiin el teorema del valor medio, obtenemos
| @ (x) ]| = || D {x)— D (x,) || << Lk || x—x, || << LE3RE (8)
De manera que siendo [jx—x, || <.k, tenemos de (7) y (8)
| Ax—x, [| << MLEKRE + k= R (ML{3R 4+ V) = k (hi2 -1 1) = kt,,
y esto significa que la aplicacion 4 transforma la bola || x —x, || < &,

en si misma. Probemos ahora que A es una aplicacion contraida
de esta bola. Para ||x—ux, || < ki, tenemos

AT () =1 —[F' (x)]7* F' ()= [F* (%e)] 2 (F" (x)—F' (x)),
de donde
A @) << MIF (t)—F' () < ML | x— 2 || << MLEL,.
Pero f, es la menor de las raices de la ecuacion
ht*—¢--1=0, es decir,

! _l—V1—a
LA 2h
Por esto,
A’ (x) || < MLkty= hty=
|l—V1—4h 11—V 1—3h _ _ 1} .
gy 2 =yEgy B
de donde

|| Axy— Ax, || < 5 [l 5=, 15

es decir, A es una aplicacién contraida.
Por consiguiente, la aplicacién A tiene en la bola |[x—ux, || <<
< kt, un punto fijo x* y solo uno. Para este punto

x=x*—[F (x,)]"* F (x*), es decir, F(x*)=0.

Al mismo tiempo, Ax,=x,— [F'(x}]"* F(x,)=x,+, ¥y, en virtud
del teorema sobre las aplicaciones conirajdas, la sucesién {x,}

converge hacia x*,
De )a desigualdad (9) se desprende inmediatamente la siguien-
te estimacion para la velocidad de convergencia del método

modificado de Newton:
Lty —* | < (I TF (] F ()
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es decir, el error del método modificado de Newton disminuye
como los términos de una serie geométrica. Para comparar, indi-
quemos que el método corriente de Newton (en el que las apro-
ximaciones se definen mediante la férmula (5) en Iugar de la
formula (6)) converge mas rapidamente que una serie geométrica:
para este metodo

g | < s (2H)"~ 2.

Ejemplo. Consideremos la ecuacién integral no lineal
&

x(s) =K (s, ¢, x(ndt, (10)

a

donde K (s, #, u) es una funcién continua y continuamente dife-
renciable de sus argumentos. Introduciendo la aplicacién y= F (x),
definida por la igualdad

B
g =x@E—§ K(s, t, x(t)dt,

podemos escribir la ecuacién (10) en la forma
F(x)=0.

Sea x, la aproximacién nula para la solucién de esta ecuacién.
Entonces, la primera rectificacién Ax(s)=x, —x, se encuentra de
la ecuacién

F () Ax = — F (x,). (I

Si la funcién K(s, ¢, u) y el espacio funcional, en el que se
considera la ecuacion (10), son tales que la derivada F’(x) de la
aplicacién F se puede calcular «diferenciando bajo el simbolo de
la integral», es decir, si

z2=F"(x,) (x)
significa que
b

2(s)=x()—{ Ki(s, t, x (D x (D) dt,

a

la ecuacion (11) se representa en la forma

b
Ax(s) = S Ki(s, £, %, (1)) Dx(O)dt + g, (s), (12)

a
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donde
h
o ()= § K (s, £, x, () dt —x, (s).
a
Anélogamente se buscan las rectificaciones siguientes.

De manera que para buscar cada aproximacién siguiente de la
solucién de la éecuacién (10) hay que resolver uma ecudcién inte-
gral lineal. Cuando se emplea el método modificado de Newton,
resulfa que en cada uno de estos pasos hay que resolver una ecua-
cién lineal con el mismo nucleo.

10 2 2150



CAPITULO
\

MEDIDA,
FUNCIONES MEDIBLES,
INTEGRAL

El concepto de medida p(A) de un conjunto A constituye
una generalizacion natural de los siguientes conceptos:

1) de la longitud !(A) de un segmento A,

2) del 4rea S(F) de una figura plana F,

3) del volumen V(G) de una figura G del espacio,

4} del incremento ¢ (5)— (a) de una funcién no decreciente @ (£}
en el semisegmento [g, b),

5) de la integral de una funcién no negativa en una region
lineal, plana o del espacio, etc.

Este concepto, surgido inicialmente en la Teoria de funciones
de variable real, encontré maés tarde multiples aplicaciones en la
Teorfa de Probabilidades, la Teoria de Sistemas Dindmicos, el
Analisis Funcional y en ofras ramas de las Matematicas.

En el § | de este capitulo exponemos la teoria de medida
para el caso de conjuntos planos, partiendo del concepto del area
de un rectangulo. La teoria general de medida es explicada en
los §§ 2 y 3. El lector podra notar que todos los razonamientos
que ‘se realizan en el § 1 tienen un caracter general y se repiten,
sin modificaciones sustanciales, en la teoria abstracta.

§ 1. MEDIDA DE CONJUNTOS PLANOS

1°. Medida de conjuntos elementales, Consideremos el sistema &
de conjuntos del plano (x, y), cada uno de los cuales se determina
por una desigualdad de tipo

as—x<.b,
a<<x<b,
assx<b,
a<x<b
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y por una desigualdad de tipo

donde a, b, ¢, y d son nimeros arbitrarios. Los conjuntos per-
tenecientes a este sistema se 1lamarén rectangulos. Un rectangulo
cerrado definide por las desigualdades

asxsh, exy<d

es un rectangule en el sentido corriente (con su frontera) cuando
a<bye<d esun segmento (cuando a=by c<dba<bdy
c=d); es un punfo (para a=b y c=d) o, finalmente, ¢l conjunto
vacio (cuando a >0 6 ¢ >d). Un rectingulo abierto

a<x<h e<y<d

representa en funcion de la relacién entre a, b, ¢ y d, o bien un
rectangulo sin frontera, o bien el conjunto vacio. Cada rectangulo
de los tipos restantes (que llamaremos rectingulos semiabiertos)
constituye o hien un rectdngulo sin uno, dos o tres lados, o bien
un infervalo, o bien un semisegmento o bien, finalmente, un con-
junto vacjo.

Partiendo del concepto de 4rea, conocido de la Geometria
Elemental, definiremos la imedida de cada rectangulo de la
siguiente forma:

@) la medida del conjunto vacio es igual a 0;

b) Ja medida de un rectinguio no vacio (cerrado, abierto o se-
miabierlo) determinado por los nimeros a, b, ¢ y d s igual a

(b—a) (d—c).

Luego, hemos asignado a todo rectdngulo P un nimero m (P),
la medida de este rectangulo, de manera que se cumplen, eviden-
temenle, las siguientes condiciones:

l) la medida m(P) toma valores reales no negativos;

i

2) la medida m(P) es aditiva, esto es, si P=UPk y
P:nt P,= (2 para i==k, entonces, ke

n

m(P)= X m(Py.

k=1

Nuesira tarea es extender la medida m(P), definida por ahora
para rectdngulos, a una clase mas general de conjunies, conser-
vando Tas condiciones 1) y 2).

10*
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El primer paso en esta direccién consiste en extender el con-
cepto de medida a los asi llamados conjuntos elementales. Un
conjunto plano se llamara elemental cuando puede ser representado,
al menos de una forma, como la unién de un namero finito de
rectangulos disjuntos dos a dos.

En lo que sigue necesitaremos el siguiente teorema.

TEOREMA 1. La unién, la interseccién, la diferencia y la diferencia
simétrica de dos conjuntos elementales son también conjuntos
elementales.

pemosTrRACION. Estd claro que la interseccion de dos rectangulos

es de nuevo upn rectangulo. Por eso, si

A= U P, y B= U Q,
& f
son dos conjuntos elementales, también

AnB=UP.nQ)

B f

es un conjunto elemental.

Es féacil ver que la diferencia de dos rectangulos es un conjunto
elemental. Consecuentemente, sustrayendo de un rectangulo un
conjunto elemental, obtenemos de nuevo un conjunto elemental
(como interseccién de conjuntos elementales). Sean ahora A y B
dos conjuntes elementales. Es obvio que existe un rectingulo P
que contiene a ambos. Entonces,

AUB=PN\[(P\AN(P\ B)]
es, de acuerdo con lo sefialado anteriormente, un conjunto ele-
mental. De las igualdades
AN B=An(P\ B)
Y
ANB=(AUB)\ (ANB)

se deduce entonces que la diferencia y la diferencia simétrica de
conjuntos elementales son conjuntos elementales. El teorema queda

demostrado.
Definamos ahora la medida m’(A) de conjuntos elementales

del siguiente modo: si
A=U Pk'
k
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donde P son rectangulos disjuntos dos a dos, tomamos

m’ (A) = Ek]m(P,‘}.

Probemos que m’(4) no depende de la forma de representar al
conjunto A como unién de rectangulos. Sea

A=UrP.=U2»
& 1

donde P, y Q; son rectangulos y PN Py=, Q;n Q= parg
ik Como la inferseccion P,NQ, de dos rectingulos es un
rectangulo, tenemos, en virtud de la aditividad de la medida de

rectangulos,

;m (Pe)= RZ‘m (P Q)= ?m{Q;}.
o

Es facil ver que la medida de conjuntos elementales definida de
esta forma es no negativa y aditiva.

Establezcamos la siguiente propiedad de la medida de conjun-
tos elementales importanie para lo sucesivo.

TEOREMA 2. Si A es un conjunto elemental ygd{A.] es un sisiema
finito o numerable de conjuntos elementales tal que

ACUA,,.

eftonces,

m (A) < D m' (A,). )

DEMOSTRACION. Para cualquier >0 y un conjunto A dado es
posible, evidentemente, encontrar un conjunto elemental cerrado A
contenido en A que verifique la condicién

m’ (A) = m’ (A) —5 .
(Para ello es suficiente sustituir cada uno de los k rectingulos P,
que componen {4 por un rectingulo cerrado contenido en él de

- e
area mayor que m(P; —-ﬁ) .
Ademds, para cada A, se puede encontrar un conjunto elemen-

tal zbierfo A, que contiene A y verifica la condicion

m(A) < m (A4 5o -
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Esta clara que

Acl A,
n
De acuerdo con el lema de H_eine—Borel, se puede exiraer de {ﬁf,,}
un sistema finito An,, ..., 4s, que cubre A. Es obvio que

m’(ﬁugj m' (An)

(de la contrario A resultaria cubierto por un nimero finito de

rectdngulos de un érea total menor que m’ (4), lo cual es impo-
sible). Por eso,

m (Ay<m’ @B +5<m (A +5< 2m (A)+5<

i=1 n
<Y mA)+ Y ot r=2m (A)+e.

de donde, debido a la arbitrariedad de &>>0, se desprende (1).

2°, Medida de Lebesgue de conjuntos planos. La clase de con-
juntos elementales no agota todos los conjuntos que se consideran
en la Geometria elemental y en el Analisjs clasico. Resulta natu-
ral, por eso, plantear el problema de la extensién del concepto
de medida, conservando sus propiedades principales, a una clase
de conjuntos mas amplia que la compuesta por uniones finitas de
rectangulos de lados paralelos a los ejes de coordenadas.

Este problema fue resuelto, en cierto sentido de un modo
definitivo, por H. Lebesgue a principos del siglo XX.

Al presentar la feoria de medida de Lebesgue tendremos que
considerar no sélo uniones finitas sino también uniones infinitas
de rectangulos.

Para evitar que aparezcan en este caso conjuntos de «medida
infinitas, nos limitaremos a considerar en lo sucesivo conjuntos
contenidos integramente enel cuadrado E= {0 <{x << 1; 0Ty << 1}

En la clase de estos conjuntos definiremos como sigue dos
funciones p*(A4) y . (A4)-

DEFINICION 1. Se llama medida superior p*(A) del conjunto A al
nhmero A
m
AéILkaE (P,

donde la cota inferior se toma respecto a todos los cubrimientos
del conjunto A por medio de sistemas finitos o numerables de
rectangulos.
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pEFINICION 2. Se llama rmedida inferior p,(A) del conjunto A al

namero
1 —p*(EX A).
Es fécil ver que siempre
B (A) < p* (4).

En efecto, supongamos que para un conjunto AcE se tiene
1 (4) > p*(4),
w(A)+p(ENA) <L

De acuerdo con la definicion de la cota inferior maxima, existi-
rén entonces dos sistemas de rectingulos {P; y {Q;}. que cu-
bren A y E™_ A, respectivamente, tales que

Pm(P)+ 3 m(Qy) < 1.
I P
Sea {R,} la unién de los sistemas {P;} y {Q;}; tenemos

EcUR, vy m(E)>Fm(R),
| 1]

es decir,

lo que contradice al teorema 2.

peFINicion 3, Un ‘conjunto A se llama medible (en el sentido de
Lebesgue) cuando

Hy (A)=p*(A).

E] valor comin p(A) de las medidas superior e inferior de un
conjunto medible A es su medida de Lebesgue.

3°, Propiedades principales de la medida de Lebesgue y de los
conjuntos medibles. Demostremos primero la siguiente propiedad
de la medida superior.

TEOREMA 3. Si

Acl A,

donde { A} es un sistema finito o numerable de conjuntos, se tiene
p* (A)<< T et (4L
i

DEMOSTRACION. De acuerdo con la definicion de medida superior,
para cada A, existe un sistema de rectingulos {P,}, finito o nu-
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merable, tal’que A,c{JPa v

!
2om (P < p*(4,) b
k.
donde & > 0 es escogido arbitrariamente. En este caso
A<UU P
; n &
BHA) < ZEm (Po) < it (Aa) e

Como e >0 es arbitrario, de aqui se deduce la afirmacién del
teorema.

Més arriba hemos introducido ya el concepto de medida para
conjuntos que hemos llamado elementales. El teorema que sigue
muestra que en el caso de conjuntos elernentales la definicidn
3 lleva al mismo resultado.

TEOREMA 4. Los conjunfos elementales son medibles y para ellos la
medida de Lebesgue coincide con la medida m'(A) construida
anteriormente.

DEMOSTRACION. Si A es un conjunto elemental y P, P,, ..., Py
son los rectdngulos disjuntos dos a dos que lo componen, tenemos
por definicién

&
m ()= F m(P).
Como los rectangulos P; cubren todo el A,”tenemos
BA) < Dm (P =m' (A).

Pero si {Q,} es un sistema arbitrario finito o numerable de rectn-
gulos que cubre A, entonces, de acuerdo con el teorema 2,
m’ (A)< X m(Q,); de manera que m’ (A)=p*(4).

Como ENA es también un conjunto elemental, tenemos
m’ (EN A) = u* (E\ 4). Pero

m (ENA)y=1—m'(A) y p(ENA)=1—p,A),
de donde
m' (A)=p, (A).
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Por consiguiente,
B (A) =, (Ay=m’ (A).

Del resultado obtenido se desprende que el tedrema 2 es un
caso particular del teorema 3.

TEOREMA 5. Para que un conjunto A -seasmedible es necesario y su-
ficiente que se cumpla la siguiente condicion: cualquiera que
sea & >0 existe un conjunto-élerental B, tal que

u* (AAB) < &

De esta forma, son mediblestaquéllos conjuntes, y sélo aquéllos,
que pueden ser «aproximadoss”con'icuglquier grado de presicidn
por conjuntos elementales, Para demostrar el teorema 5 necesital
remmos el siguiente lema.

LEMA. FPara dos cualesquiera conjuiitos A y B se fiene
| B (A) —p* (B) [ < p* (AAB).
DEMOSTRACION PEL LEMA. Como
AcBU(AAB);
tendremos, en virtud del ieorema 3,
W{A) S pt (B) +p* (AAB).

De aqui se desprende la proposicién del lema para el caso en que
p*(A) = p*(B). En cambio, si p*(A}<<p’(B), la afirmacion del
lema se desprende de la desigualdad

p By < p* (A)+p(AAB),
que se dernuestra de una manera aniloga.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5, SUFICIENCIA ' Supongamos que parg
cualquier & >0 existe un conjunfo elemental B tal que

w(AAB) e

Entonces, de acuerdo al lema,

|p* (A)—m' (B)|=|p* (A)—p*(B) | < e @)

(E\A) A(ENB)=AAB,
de ia misma forma obtenemos que
(W (ENA)—m' (E\B)| < e. ®)
Teniendo en cuenta que
m' (By-Fm' (ENB)=m'(E)=1,

y como
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encontramos de las desigualdades (2) y (3)
1 (A +p* (ENA)—1| <2
y como £ >0 es arbitrario, tenemos
W (A) +pt (ENA) =1,
es decir, el conjunto A es medible.
~ecesipan. Sea 4 medible, esto es,
pt (A) +pt(ENA)=L.

Para un ¢ >0 arbitrario busquemos unos cubrimientos de los
m;ijuntos A v EN A mediante sistemas de rectangulos {B,} y {C,}
tales que

L mB)Kp ()5 y ZmC<wENA +5 -

Como X, m(B,) < oo, existird un N tal que

2 mB)< 53
a>N
tomemos

N
B=|J B,
n=1

Demostremos que el conjunto elemental B satisface la condi-
cion p*(AAB) < e. Esta claro que el conjunto

P=|) B,
n>N
contiene AN B, que el conjunto

Q= (8nC,)

contiene B\ A y que, por consiguiente, AAB<PUQ.
Ademis,

p(P < 2 m(B,) <~:;'- ;
a>N

Estimemos p*(Q). Para ello observemos que

(U s.) U (U tC,\B)‘) =E
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de manera que

g. m(B,)+ 2 m' (C,\B)=>1. @)
Pero, por hipotesis,
;m{Ban‘m(C..)éu'(A)+u‘(E\A)+%5=l+f,—’. ®)
Sustrayendo (4) de (5), obtenemos

Em(C)—Em € \B)=Em (C,nB) < Fe,
es decir,
Q) < %a.
Per eso,
B (AAB) <p* (P)+p*(Q) < e

Luego, si A es medible, cualquiera que sea & >0 existe un con-
junto slemental B tal que p*(AAB)<e. El teorema queda de-
mostrado.

TEOREMA 6. La unidn y la interseccidn de un nidmero finito de con-
| juntos medibles son conjuntos medibles.

pEmosTrACION. Es obvio que basta realizar la demostracidn para
el caso de dos conjuntos. Sean A, y A, conjuntos medibles. En-
tonces, para cualquier € > 0 existen conjuntos elementales B, y B,
tales que

B(AAB) < 7, WA AB)< 5.
Como
(AU A) A\ (BUBYS(AL A B)U(Ax A\ By,

tenemos

pe (A, U A) A B UB < p* (A, A B+ p* (A, A By <e.
Pero, B,l4B, ¢s un conjunfo elemental; luego, en virtud del
teorema 4, el conjunto A, U A, es medible.

Por definicion de conjunto medible, siendo A medible, tam-

bién £\ A es medible; por esto, la interseccion de dos conjuntos
medibles es medible en vista de la relacién

AI n ‘4! e E\{[E\Al) ] (E\Az”
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COROLARIO. La diferencia y la diferencia simétrica de dos confuntos
medibles son medibles.
Esto se deduce del teorema 6 y de las igualdades
ANA=A N(ENA), 4, A4, =(ANA)UANA).

TEOREMA 7. 8{ A, ..., A, son conjunfos medibles disjuntos dos
! a dos, enfonces,
n

(U] =3 wiap. (6)
k=1 / k=]
pemosTRACION. Al jgual que en el teorema 6 es suficiente consi-
derar ef'caso n=2. Escojamos arbitrariamente un’'e >0 y sean
B, y B, conjuntos elementales tales que

WAy A By <e, )

Pt (As A\ By) <e. ®)
Pongamos A=A,U A, y B= B, UB,. De acuerdo con el teorema 6,

el conjunto A es medible, Como los conjuntos A4, y A, no se
intersecan,

Blﬂ B,C(A,-A ui) u ('qs A Bz]
y, por consiguiente,

m’ (B, (vB,) << 2. (9)

De (7) y (B) resulta, en virtud del lemia del teorema 5, que
fm’ (B)—p* (A} <e, (10)
Fm' (B)—p* (A, | <e. (1)

Puesto que la medida es aditiva en la clase de conjuntos. elemen-
tales, obtenemos de (9), (i0) y (11)

m’ (B) =m' (By)+m’ (By)—m’ (ByN B,) 2 p* (4,) 41" (A,) —4e.

Observando, ‘ademis; que A4 A Bc(A, A B)U(A; AB,), encon-
tramos finalmente

p*(A) = m! (B)—p* (A A\ B) = m' (B)—2e = p* (Ay) + 1* (A,) —6e.
Como & >0 se puede eseoger fan pequefio como se quiera, fenemos
wHEA) =t (Ay) 1t (Ay).

Por ser siempre vélida; (en -virtud del teorema (3)) Ia desigualdad
opuesta

AV R (A + 87 (4)
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para A=A, U A,, obtenemos en conclusién

w* (A) = p* (Ay) -+ p* (A,);
como Ay, A, y A son medibles, se puede sustituir aquf p® por p.
El teorema queda demostrado.
TEOREMA 8. La unién e inferseccién de un nilméro numerable de
| conjunios medibles son conjuntos medibles.
DEMOSTRACION. Sea

i R TR

un sistema numerable de conjuntos medibles y sea A=) 4,.

n=t
n=1

Tomemos Aj -A,,\U A,. Esta claro que A= U ALy que los

conjuntos A, son dlS]untos dos a dos. En virtud de] teorema 6
y de su corolarlo. todos los conjuntos A son medibles. En virtud
del teorema 7 y de la definicién de “la medida superior, para
cualquier n finito

}": #{A;)=p([3 A'\gw(m.
= i

k= | k=1

por lo que la serie

pAUCH)
converge; de manera que parla todo £>> 0 existe un N tal que
Y pAD< 5 (12
N
I

Por ser medible el conjunto C={J A (como unién de un ni-

A= A
mero finjto de conjuntos medibles), existe'un conjunto elemental
B'{al que

W CAB) < 5. (13)
Como
A&BC{CAB}U_( U A;)

n>N
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de (12) y (13) se deduce que
R (AAB) <e.

En virtud del teorema 5, esto significa que el conjunto A es me-
dible.

Puesto que los complementos de conjuntos medibles son me-
dibles, la parte del teorema correspondiente a las intersecciones
se desprende de la igualdad

NA4.=E\U(ENA).

El teorema 8 es una generalizacién del teorema 6. El teorema
que sigue constituye una generalizacién correspondiente del
teorema 7.

TEOREMA 9. Si {A,} es una sucesion de conjunios medibles disjuntos
dos a dos y si A=) A, se tiene
n

B(A)=Sp(A).

DEMOSTRACION. Segin el teorema 7, para cualquier N

N N
»(U An)zg 1 (4) < 1 (A).

n=1

Pasando al limite para N — oo, obtenemos

B(4) = X ud,). (14)
Por otro lado, segin el teorema 3,
BA) < X 1 (4. (15)

De (14) y (15) se desprende la afirmacion del teorema.

La propiedad de la medida establecida en el teorema 9 es
llamada aditividad numerable o o-aditividai. De la o-aditividai
se deduce la siguiente propiedad de la medida llamada conti-
nuidad.

TEOREMA 10. 8§i A, DA,>... es una sucesién de conjunfos me-
dibles sumergidos unos en ofros y si A=nA,, se ticne
“

w(A)= lim u(4,).
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Obviamente bastara considerar el caso A=, ya que el caso
general se reduce a éste sustituyendo A, por A,\ A. Entonces,

Al = (A:\An) u {A!\Aa] Ui

A= (An\Auﬂ} U {AuH\Ann) u...
Por consiguiente,

y

{4, =h§1 ”{Ah\‘qk-n) (15}
y o
p(A,)= k_gn B (AN Agys)i (17)

como la serie (16) converge, su resto (17) tiende a cero para
n—-o0, De manera que

u(A,)—0 para n— o0,
que es lo que necesitibamos demostrar.

cOROLARIO, Si A c A, ... es una sucesion creciente de conjun-
fos medibles y si
A=A,

p(A)=lim p(A,)

o

se tiene

Para demostrarlo es suficiente pasar de los conjuntos A, a sus
complementos y recurrir al teorema 10.

De esta forma hemos extendido la medida de conjuntos ele-
mentales a una ciase mis amplia de conjuntos, llamados medi-
bles, cerrada respecio a las operaciones de unidn e interseccién
numerables. La medida construida es o-aditiva en esta clase de
conjuntos. Los feoremas demostrados permiten hacerse una idea
de la clase de todos los conjuntos medibles segiin Lebesgue.

Como todo conjunto cerrado, contenido en E, se puede re-
presentar como la unién de un nimero finito o numerable de
rectangulos abiertos, esto es, de conjuntos medibles, todos los
conjuntos abiertos son, en virtud del teorema 8, medibles. Los
conjuntos cerrados son complementos de los abiertos y, conse-
cuentemente, son lambién medibles. Segiin el teorema 8, seran
fambién medibles todos aquellos conjuntos que se puedan obte-
ner a partir de conjuntos abierios y cerrados mediante un numero
finito o numerable de operaciones consistentes en considerar
uniones o intersecciones numerables. Se puede demostrar, sin
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embargo, que con estos conjunios.no se agota la clase de todos
los conjuntos medibles segan:Lebesgue.

4°, Algunos suplementos y generalizaciones. Hemos considerado
anteriormente sélo aquellos conjuntos del plano que son subcon-
juntos del cuadrado unidad E={0<lx, y< 1}. No es dificil
librarse de esta restriccion, por ejemplo, del siguiente modo.
Considerando todo el plano como la unién de los cuadrados
Ep=in<e<n+ 1, m<Ly< m+ 1} (n, m son nimeros ente-
ros), diremos que un conjunto plano A es medible cuando es
medible su interseccion A,,=A,NE,, con cada uno de estos
cpadrados y cuando la serie, ¥ p(A4,,) converge, tomando por

R,y

deiinicion B
1] “4) =] "Eml" (Amw}'

Todas las propiedades de la medida que hemos establecido an-
teriormente se extienden de manera obvia a este caso.

En este paragrafo hemos expuesto la consiruccién de ia me-
dida de Lebesgue para los’conjuntos planos. De manera analoga
se puede construir la medjda de Lebesgue en la recta, en ef
espacio de tres dimensiones y, en general, en un espacio euclideo
de cualquier dimensién n. En. fodos esios casos la medida es
construida siguiendo las mismas ideas: a partir de la medida de-
finida de antemano para un sistema de conjuntos elementales
(rectingulos en el caso del plano; intervalos (a, &), segmentos
la, b] semisegmentos (&, b] v [a, b) en el caso de la recta;
ete.) definimos primero la medida para uniones finitas de estos
conjuntos, extendiéndola después a umna clase ‘mucho. mas amplia
de conjuntos, a la clase de conjuntos medibles segin Lebesgue.
Para conjuntos de un espacio de cualquier dimension la propia
definicién de conjunto medible se conserva textualmente.
it Al introducir ¢l concepto de medida. de Lebesgue hemos par-
tido -de la- definicién habitual del area. En el easo unidimensio-
nal,la construccién analoga se basa en el concepto de la longitud
de un intervalo (de un segmento, de un semisegmento). No.obs-
tante, es posible introducir en este caso el concepto de la 'me-
dida de otra forma, algo més general (que frecuentemente aparece
en la 'practica).

Sea F(f) una funcién no decreciente y continua a la izquierda
definida en la recta. Pongamos

m(a, b)=F ()—F (@+0),
m[a, b]=F (6+0)—F (a),
m(a, b]=F(b+0)—F (a+0),
m[a, b)=F (b)—F (a)-
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Es facil ver que la funcién de intervalo m, definida de esta forma,
es no negativa y aditiva. Aglicandb a ella razonamientos analo-
gos a los realizados en este paragrafo, podemos construir una
emedida» pr(A). La clase de conjuntos medibles segin esta. me-
dida serd cerrada respecto a las uniones e intersecciones’ nume-
rables, mieniras que la medida p. serd o-aditiva. La clase de
conjuntos medibles seglin p. dependera, en general, de la selec-
cién de la funcidn F. Sin embargo, cualquiera que sea F, los
conjuntos abiertos y cerrados y, por consiguiente, todas las unio-
nes e intersecciones nuimerables de los’ mismos $eran medibles,
Las medidas que se obtienen a partir de una u otra funcién F se
llaman medidas de Lebesgue - Stieltjes.'En particular, a 12 funcién
F (t)=t corresponde la medida corriente de Lebesgue en la recta,
. Una medida p, que se anula ‘en’'cualquiér conjunts, cuya
medida corriente de Lebesgue es igual “a'" 0, se 'lldma absoluta-
mente continua. Una medida pp concentrada totalmente en un
conjunto finito 0 numerable de puntos (esto dturrira cada vez
que el conjunio de valores de la funcién F () sea finito o nume-
rable) se liama discrefa. Una medida pp se llama singular cuan-
do es igual a cero para cualquier conjunto compijesto de un punlo
y cuando exjste un conjunto M de medida de Lebesgue igual a
0 tal que la medida u, de su complemento es igual a 0.

Se puede demostrar que toda medida . es suma de una me-
dida absolutamente continua, una medida discreta y una medida
singular, A las medidas de Lebesgue—Stieltjes volveremos en el
capitulo siguiente. i

Existencia de conjunfos no medibles. Como se ha demostrado,
la clase de conjuntos medibles segiin Lebesgue es muy amplia.
Surge la pregunta natural de si existen, en general, conjuntos no
medibles. Vamos a demostrar que este problema se resuelve po-
sitivamente. Lo més sencillo es construir conjuntos no medibles
en la circunferencia.

Sea C una circunferencia de longitud 1 y sea « un nimero
irracional. Asignemos a una misma clase aguellos puntos de la
circunferencia C que se transforman unos en otros mediante una
rotacion de la circunferencia C de valor angular non (1 es un
nomero entero). Cada una de estas clases quedard compuesta,
obviamente, por un conjunto numerable de puntes. Escojamos
ahora un punto en cada una de estas clases. Probemos que el
conjunto obtenido de esta forma (denotémosio con @,) no es me-
dible. Sea @, el conjunto que se obtiene de M, por una rotacién
de valor angular nar. Es facil ver que los conjuntos @, son dis-
juntos dos a dos y que la unién de ellos es la circunferencia C.
Si el conjunio @, fuese medible, fambién serian medibles los
conjuntos @, congruentes a &l. Como
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c= U @, ©.ND,= para ns=m,

==

podriamos concluir de aqui, debido a la oc-aditividad de la me-
dida, que

1= % p(®,) (18)
Pero los conjuntos congruentes tienen la misma medida; luego,
si (@, es medible, tenemos

p{(D,) = p(®).

Esto demuestra que la igualdad (18) es imposible, ya que la
suma de la serie, que figura en el miembro derecho de la igual-
dad (18), es igual a 0 cuando p(Dy)=0y es infinita cuando
i (@,) > 0. De manera que el conjunto @, (y, consecuentemente,
cualquier conjunto ®@,) no es medible.

§ 2. CONCEPTO GENERAL DE MEDIDA.
PROLONGACION DE UNA MEDIDAIDE UN SEMIANILLO A UN ANILLO.
ADITIVIDAD Y o-ADITIVIDAD Y

1°, Definicion de medida. Al construir la medida de conjun-
tos planos hemos partido de la medida (el drea) de un rectan-
gulo, extendiendo después el concepto de medida a una clase
més amplia de conjuntos. Lo esencial en la construccion, expuesta
en el pardgrafo anterior, no es de ninguna manera la expresion
coricreta del 4rea de un rectangulo; son esenciales para esta cons-
truccién dos hechos generales: 1) el area de un rectdngulo es
una funcion de conjunto no negativa que satisface la condicién de
aditividad, esto es,

m(P,U Pyy=m(P)+m(P,) cuando P, NP,=<

y 2) el conjunto de rectingulos constituye un semianillo de
conjuntos. Por esto, a la construccién expuesta en el § 1 para
el caso de conjuntos planos se le puede dar una forma total-
mente abstracta y general. Con ello se ampliard sustancial-
mente la posibitidad de aplicar nuestras construcciones. A esto
estan dedicados los dos paragrafos que siguen.

Introduzcamos, ante todo, la siguiente definicién fundamental.
peFiNicion 1. Una funcién p(A4) de conjunto se llama medida
cuando

1) En este pardgrafo en lo que sigue emplearemos sistematicamente los
conceplos y resultados expuestos en el § 5 del cap. I. i
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1) el campo de definicién &, de la funcién p(A4) es un semi-
anillo de conjuntos;

2) los valores de la funcion p(A) son reales y no negativos;
. 2?} p(A) es aditiva, esto es, para cualquier descomposicién
inita

A = A1 U e U An
de un conjunto A €@, en conjuntos A, € &, se verifica la iguaidad

1 (4) “kzzi B (Ag).

Observacién. De la descomposicién & =@ U@ se deduce que
w(@ =2u(J), es decir, u(F)=0.

Los dos teoremas que vienen a continuacién sobre medidas
en semianillos se emplearan frecuentemente en lo sucesivo.

TEOREMA 1. Sea | una medida definida en un semianiilo &,. Si

los conjuntos A, ..., A,, A pertenecen a &, y A, son sub-
conjuntos disjuntos dos a dos de A, se tiene

"

PIERENE

DEMOSTRACION, Por ser &, un semianillo existe, en virtud del
lema [ del § 5 del capitulo I, la descontposicion

s
A= UA"" S',,),fl, Ag&@m
k=1

donde los n primeros conjuntos coinciden con los conjuntos da-
dos A,, ..., A, Como la medida de cualquier conjunto es no
negativa, tenemos

[ 5

Z A< Z (A =p(A).

£=1
n
TeoREMA 2. Si Ay ..., A, A perlenecen a &, y ACUA,‘, se

i k=1
tiene

kA< 3 (4D

DEMOSTRACION, En virtud del lema 2 del § 5 del capitulo 1,
existe un sistema de conjuntos disjunios dos a dos B,, ..., B,
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de &, tal que cualquier conjunio A,, 4,, ..., A4, A se puede
repre<entar como la unidén de determinados con}untos B,:

A= U B, [4,= UB.« Bz, 2 aumiily
seM, sE My

donde cada indice s€ M, perlencee lambién a un M,. Luego,
cada término de la suma

> B(By)=p(A)

SEM,
figura una o varias veces en la suma doble
S uey= zpmk}
4{51 se My,

De aqui se desprende precisamente que
pA< I p (A,

En particular]para n=1 tenemos el resultado siguiente.
coroLarior Si AcA’, se ligne p(A)<<p(A).

2°. Prolongacién de una medida en un semianillo al anillo
generado. El primer paso en construir la medida de conjuntos
planos consistié en extender el concepto de medida de un regtan-
gulo a los conjuntos elementales, es decir, a fas uniones finitas de
rectangulos disjuntos dos a dos. Veamos ahora el analogo abstracto
de este problema. Enunciemos, ante todo, la siguiente definicion.

perFiNICiOoN 2. Una medida p se llama prolongacion de una me-
dida m cuando &, CCJ y cuando para tode A€ &, se cumple
la igualdad

p(A)=m(A).

El objeto de este punto es demostrar la proposicion que
sigue,

TEOREMA 3, Para cada m(A), definida en un semianillo &, existe
“ una ‘prolongacién p{A) y solo una, que tiene como campo de
definicién el anitlo R (©,,) (esto es, el anillo minimal sobre €,).

pEMOSTRACION, Para todo conjunto 4 € M(€,) existe la descom-
posicién

A= |J B, (Bx€€,) (1

k=1
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(teorema”3,.§ 5, capitulo 1). Tomemos por definicién
()= 3 m(By). @

Es facil ver que la magnitud p(A4), definida por la igualdad (2),
no depende de cdmo se escoja la descomposicién (1).
En efecto, consideremos dos descomposiciones )

n

A =U B; =U C; B,gG,, C,€Q,.
i=1 ;=I

Como todas las. intersccciones B;NC, perjenecen a &,, tenemas,

en vista de la aditividad de la medida m,

AmE)= 5 Hm@nC)= ZnC)

que es Jo que queriamos demostrar. Es evidente, que la funcién

(A), definida por la igualdad (2), es no negativa y aditiva.

Luego, hemos demostrado la existencia de la prolongacién p de

la medida m al anillo R (&,,). Para demostrar su unicidad obser-

vemos que, de acuerdo a la- definicién de prolongacién; si
M

A= UB,, donde B, son conjuntos disjuntos de 3,, tenemos
k=1
para cualquier prolongacién p de la medida m al anillo %(3,)

R(A) =2 p(B) =2 m(B)=p(A),

es decir, la medida p coincide con la medida p definida por la
igualdad (2). El teorema queda demostrado.

Este teorema constituye, de hecho, la repiticion, en términos
abstractos, de la construccion realizada en el § | al prolongar la
medida de rectidngulos a la clase de conjuntos elementales que
representa precisamente el anillo minimal sobre el semianillo de
rectidngulos.

3° Aditividad numerable. En diferentes cuestiones del Analisis
es preciso considerar, ademas de uniones finitas, uniones de un
numero numerable de conjuntos. En este orden la condicion de
aditividad, a la que hemos sometido las medidas (definicién 1)
resulta insuficiente y es natural sustituirla por una condicién més
fuerte de la asi Ilamada aditividad numerable.

peFinicion 3. Una medida p se llama aditiva numerable (o o-adi-
tiva) cuando para cualesquiera conjuntos A, A,, A, ..., Ay ooy
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que pertenecen a su campo de definicion &, y que verifican las
condiciones

A=U A, AinA;=0 para i,
a=1

tiene lugar la igualdad
(A= 3 n(d).

La medida plana de Lebesgue, construida en el § 1, es g-adi-
tiva (teorema 9). Un ejemplo de una medida c-aditiva de una
naturaleza totalmente distinta se puede obtener del siguiente
modo. Sea

X={x, % ...}

un conjunto numerable arbitraric y sean los némeros p, >0
tales que

8

Pa=1.

n

El campo &, se compone de todos los subconjunios del con-
junto X. Tomemos para cada A< X

B {A) - xzeA P

Es ficil ver que p(A) serA una medida o-aditiva y que
p(X)=1. Este ejemplo surge de un modo natural en diferentes
cuestiones de la Teoria de probabilidades.

Sefialemos un ejemplo de una medida aditiva que no es o-adi-
tiva. Sea X el conjunto de todos los puntos racionales del seg-
mento [0, 1] y sea &, el conjunto formado por las intersecciones
del conjunte X con intervalos (a, b), segmentos [a, b] o semi-
segmentos (a, b) y [a, b) arbitrarics. Es facil ver que &, forma
un semianillo. Tomemos para cada conjunto de este tipo

H {Aab) =b—a.

Esta medida es aditiva, pero no es ¢-aditiva, ya que p(X)=1
y al mismo tiempo X es la unién de un nimero numerable de
puntos cada uno de los cuales tiene medida 0.

Las medidas que consideraremos ahora y en el pardgrafo
siguiente se suponen c-aditivas.

TEOREMA 4. S{ una medida m definida en un semianillo €, es
a-aditiva, también es o-aditiva la medida w=r(m) que se ob-
tiene prolongdndola al anillo W(E,).
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DEMOSTRACION. Sea

AERES,), B,€RG,). n=1,2, ...,

y sea
A= B
a=1

donde B, N B, =& para s==r. Entonces, existen conjuntos Ay By
de &, fales que
A:UAJ,. B,,===UB,,,-.
i i

donde los conjuntos que figuran en los miembros derechos de-cada
una de estas igualdades son disjuntos dos a dos y las uniones
respecto a i y j son finitas (teorema 3, § 5, capitulo I).

Cuiy=B, NA,; Es facil ver que los conjuntos C,; son
disjunios dos a dos y que

A;’: U U Cni'j:
a i

By=UJCns
i
Luego, debido a la o-aditividad de la medida m sobre &, tenemos
m (A_.r) =§2m{cnl'j)’ 3
m (Bm')=2‘lm (Cm‘j) {4]
i

y de acuerdo a la definicién de la medida w=r(m) sobre % (&),
tenemos

r(4) =?4m (A, ()
(B,) =2] m (By)- (6)

De (3}, (4), () y (6) se desprende que p(A)= pu(B,). (Las

sumas respecto a i y j son finitas y las series respecto a n con-
vergen.)

Demostremos ahora las siguientes propiedades fundamentales
de medidas ¢-aditivas que constituyen una generalizacion de los
teoremas 1 y 2 al caso de uniones numerables de conjuntos.

TEOREMA 5. Sea m una medida s-aditiva y sean Ay, A,, ..., A, ...
| conjuntos pertenecientes a &,,. Entonces,
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Iosi (JA.cA y AinA,;=@ parai=j, se tiene
k=1

‘}:Jlm(Ak}ém(A!;

L
Ha si |JA4,2A, se tiene
k=1

3 m(ayzma.

DEMOSTRACION. Si fodos los A, son disjunfos y estin contenidos
en A, tenemos para cualquier n

S may<ma,

en virtud del teorema 1. Pasando aqui al limite para # — oo,
obtenemos Ia primera afirmacién del teorema.

En cuanto a la segunda afirmacién, es suficiente demaostrarla,
de acuerdo con el {eorema 4, para medidas definidas sobre un
anillo, ya que de la validez de la proposicién 1lo para p=r (m)
se deduce directamente su validez para la medida m. Siendo &,
un anillo, los conjuntos

a=1
B,=(AnANU A
k=1
pertenecen a €,. Como

A=JB., B.cA

n=1

vy los conjuntos B, son disjuntos dos a dos, tenemos
mA) =3 mBy< 3 m(a,).
n=] n=1

Observacion. La afirmacién lo del teorema demostrado no
emplea, obviamente, la o-aditividad de la medida considerada y
sigue siendo vélida para cualesquiera medidas aditivas. La afir-
macion Ilo, al contrario, se basa de un modo sustancial, en la
g-aditividad de la medida. Efectivamente, en el ejemplo dado
anleriormente de una medida aditiva, pero no g-aditiva, todo el
espacio X, de medida 1, es cubierto por una unién numerable
de conjuntos, compuestos de un solo punto, que tienen medida 0.
Es mas, no es dificil demostrar que la condicién Ilg es, en rea-
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lidad, equivalente a la o-aditividad. En efecto, sea;p una medida-y
sean A, 4, ..., A, ... conjuntos de &, tales que: todes los
Ay son disjuntos dos a dos y A= U A,. Entonces, en virtud de
la condicién Io (que es vélida, como hemos visto, para cualquier
medida), se tiene

2 rAI<p(A).

Si p verifica ademas la condicién Tlo, tendremos (ya que: los
conjunios A, cubren A)

k‘gzl B (A= u(4)
de manera que

21 B (Ay) = (A)e

En la practica resulta con frecuencia mas facil comprobar que
una medida verifica la condicién Ilo que demostrar su c-aditi-
vidad.

§ 3. PROLONGACION DE LEBESGUE DE UNA MEDIDA

1°. Prolongacion de Lebesgue de una medida definida en un
semianillo con unidad. Si la medida m definida en un semia-
nillo &,, verifica sélo 1a condicién de aditividad (pero no es
o-aditiva), su prolongacion a i (&,), obtenida por el procedimien-
to descrito en el paragrafo anterior, agota en gran medida, las
posibilidades de extender la medida del semianillo inicial a una
clase mas amplia de conjuntos. En cambio, si la medida consi-
derada es o-aditiva, puede ser extendida de &, a un sistema de
conjunifos mucho més amplio que el anillo R (S,). La prolonga-
cién de una medida o-aditiva, definida en un semianillo, a una
clase de conjuntos, en cierto sentido maximal, se puede realizar
mediante la asi llamada prolongacidn de Lebesgue. Consideremos
primero la prolongacién de Lebesgue de una medida, definida
en un semianillo con unidad. El caso general serd estudiado en
el punto siguiente.

Supongamos que en un semianillo de conjuntos &, con
unidad E estd delinida una medida m ¢-aditiva. Definamos en
el sistema ¥ de todos los subconjuntos del conjunto £ las fun-
ciones p* (A) y py (A) del siguiente modo.

nEFINICION 3. Se llama medida superior del conjunto AcE al
nimero

SR
WA= cu:rfﬂngmiﬁ,,),
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donde la cota inferior se foma respecto a todos los cubrimientos
del conjunto A mediante sisiemas finitos o numerables de con-
juntos B,€&,.

pEEINICION 2. Se llama medida inferior de un conjunto AcE al

nimero
Ry (A) =m(E)—p* (EXA).
El teorema 5 del § 2 implica que siempre p, (A)<<p* (A).

pEFINICION 3. Un conjunto AcE se llama medible (segin Lebes-
gue) cuando

B (A)=p* (A).

Siendo A medible, el valor comin p, (A)=p*(4) es denotado
mediante p(A) y llamado medida (de Lebesgue) del conjunto A.
Si A es medible, también sera, evidentemente, medible su

complemento.
n vista del teorema 5 del § 2, para cualquier prolongacion

o-aditiva p de una medida m, definida en un semianillo, tiene
lugar la desigualdad
g (A) S p (A) <™ (A).

Consecuentemente, para un conjunto medible A toda prolonga-
cion o-aditiva p de una medida m (si esta prolongacion esta
definida en A) toma necesariamente el valor p, (4)=p*(A4). La
medida de Lebesgue no es otra cosa que la prolongacién o-aditiva
de la medida m a la clase de todos los conjuntos medibles en el
sentido de 1a definicion 3. Es obvio que la definicién de conjunto
medible se puede enunciar también asi:

peFINIGioN %, Un conjunto AcE se llama medible cuando
b (A)4-p* (ENA) = m (E).

Conviene emplear, ademas de la medida inicial m, su prolonga-
cién m' =r(m) al anillo R(&,) considerada anteriormente (§ 2).
Esta claro que la definicion 1 es equivalente a la siguienie.

DEFINICION I, Se llama medida superior de un conjunto A al
namero
p* (A= inf Fm'(B)), B.=d(S,)
Acus, "

En efecto, como la medida m’ es o-adiliva (teorema 4 del § 2),
cualquier suma Yym’ (B;), donde B, €9t(&,), puede ser sustituida
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por la suma equivalente
ﬂzﬁ m (Buﬂ)! Bnke @m,

donde By=\JBu ¥ BN Byy=2 para i+ ].
13

Los resultados que siguen son fundamentales para la exposi-
cion ulterior.
TEOREMA 1. Sf

Ac Y A.
donde {A,} es un sistema finito o numerable de conjuntos, se tiene
pE(A) << Dp*(A,).

TEOREMA 2. S§i AER(E,), se tiene p, (A)y=m'(A)=n*(A4), es
decir, todos los conjuntos de N (S,,) son medibles y las medidas
superior e inferior de los mismos coinciden con m'.

TEOREMA 3. Para "que un conjunto A sea medible es necesaria y
suficiente la siguiente condicion: .
para cualquier &> 0 existe un BEW(E,) fal que
u* (AAB) <.

En el § | estas proposiciones han sido demostradas para la
medida plana de Lebesgue (teoremas 3, 4 y 5 del § 1). Las
demosiraciones dadas alli siguen siendo vdlidas en el caso general
que estamos considerando y por eso no las repetimos.

TeoRumMA 4. El sistema W de todos los conjuntos medibles es un
| anillo.

DEMOSTRACION. Como
An A= AN(ANAY)
A U A, =ENHENA)D(ENA),

basta demostrar que si 4, €N y A,€M, también
A=ANA, €N

Supongamos que A é A, son medibles; en cste caso existen
B, eR(€,) v B,E':]i( ) tales que

WA AB) < 5 ¥ p*(A,AB) <.
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Tomando B=B,\_B,eR(E,) y empleando la relacion
(AN A) A (BN Bc(A A BYUA, A BY
enconiramos
B (AAB) <e.

Como & > 0 es arbitrario, de aqui se desprende que A es medible.
Observacion. Es evidente que E constituye la unidad del
anillo M que de esta forma resulta ser un 4lgebra de conjuntos.

TEOREMA 5. La funcidn p(A) es aditiva en el sistema M de los
| conjuntos medibles.

La demostracion de esle leorema es una repeticion verbal de
la demostracién del teorema 7 del § 1.

TEOREMA 6. La funcion w(A) es o-aditiva en el sistema Nt de
| Ios conjuntos medibles.

DEMOSTRACION. Sea

A=A, A AeM AnA,=F para iz,

n=1
En virtud del teorema 1,
wHA < DA ()

y, de acuerdo al teorema 5,

5l N
@z (UAad) =3 A,

=1
para cualquier N, de donde
w (A)?a;u(-‘!n)- )

De (1) y (2) se deduce la afirmacién del teorema.

Hemos demostrado de esta forma que la funcion p(A4), defi-
nida en el sistema 9, posee todas las propiedades de una me-
dida c-aditiva.

Ello justifica la siguiente definicion.

PEFINICION 4. Se llama prolongacién de Lebesgue pw=L(m) de
una medida m a la funcién p(4), definida en el sistema ©, =M
de Jos conjuntos medibles y coincidente en este sistema con la
medida superior p*(A).
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En el § 1 hemos demostrado, al considerar la medida plana
de Lebesgue, que son medibles no sélo las uniones e interseccio-
nes finitas de conjuntos medibles, sino también las uniones e
intersecciones numerables de conjuntos medibles. Esto sigue siendo
véalido también en el caso general, es decir, tiene lugar el si-
guiente teorema.

TEOREMA 7. El sistema I de conjunfos medibles segin Lebesgue
| constituye un dlgebra de Borel con unidad E.

DEMOSTRACION. Como

N A= ENUENA)

puesto que el complemento de un conjunto medible es medible,
asta demostrar lo siguienfe: si 4,, A, ..., A4, ... pertenecen

a M, también A=U.4,, pertenece a M. La demostracion de

esta proposicién dada en el teorema 8 del § 1 para los conjuntos
planos se conserva textualmente en el caso general.

Al igual que en el caso de medida plana de Lebesgue, la o-
aditividad de la medida implica su continuidad, esto es, siendo
p una medida o-aditiva definida en una B-ilgebra y siendo

A>A,>...2A,>... una cadena decreciente de conjuntos me-
dibles tal que

A=A,
se tiene

B(A)= limp (4,)

y siendo A,cA,c...cA,<... una cadena crecienie de conjun-
tos medibles tal que
A o U AH’

se tiene
plAy=limu(4,).

La demostracién, dada para la medida plana en el § | (teore-
ma 10), se extiende textualmente al caso general.

2°. Prolongacién de una medida definida en un semianillo
sin unidad. Si el semianillo &, en el cual estd definida la me-
dida inicial m, no tiene unidad, la construccién de la prolongacion
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de Lebesgue, expuesta en el punto anterior, debe ser modificada.
La definicién | de la medida superior se conserva, pero la medida
superior pn* estara definida sélo en el sistema Sy- de aquellos
conjuntos A para cada uno de los cuales existe un cubrimjento

U B, mediante conjuntos de €, de suma finita

2m(B,).

La definicién 2 pierde su sentido. La medida inferior puede
ser definida (de una manera algo distinta) también en el
caso general; pero no lo haremos. Conviene definir ahora el con-
cepto de conjunto medible a parlir de la propiedad de conjuntos
medibles sefialada en el teorema 3.

periNicion 5. Un conjunto A se Hlama medible cuando para cual-
quier & "> 0 existe un conjunto BEeM (&) tal que p* (AAB) < .

Los teoremas 4, 5 y 6 y la definicién 4 subsisten. La exis-
tencia de la upidad ha sido empleada solo durante la demostra-
cién del teorema 4. Para demostrar el teorema 4 en el caso
gencral, debemos probar de una manera independientle que A4, € M
y A, €M implican que A, A,€M. Pero esto se desprende de
la inclusidn

A‘l U AQ A (B] U B!)C{Al A B]} lJ {AEA BI)’

En el caso en que & no tiene unidad, ¢l teorema 7 es sustituido
por el leorema siguiente.

TEOREMA 8. Cualquicra que sea la medida inicial m, el sistema
| W=y (m de conjuntos medibles segiin Lebesgue es un c-anillo;
stendo A, medibles el conjunto A== A, es medible cuando, y

N

it

sélo cuando, las medidas p{U A, :,l estdn acoladas por wuna

n=1
constanie que no depende de N.

Dejamos la demostracién de este teorema a cargo del lector.

Observacién. En nuestra exposicién la medida es siempre
finifa, de manera que la necesidad de la tltima condicién es
obvia,

Del teorema & resulta:
corOLARIO. El sistema M, de fodos los conjuntos BeM, que
son subconjuntos de un conjunto fijado A€M, constituye un
dlgebra boreliana.

Por ejemplo, el sistema de los subconjuntos de cualquier
segmento [a, b] medibles segin Lebesgue (en el sentido de la
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medida lebesguiana habitual p® en la recta) es un dlgebra bore-
liana de conjuntos.

Para concluir sefialemos ofra propiedad de las medidas
de Lebesgue.

DEFINICION 6. Una medida p se llama completa cuando de p(A)=0
y A’cA se desprende A’€&,.

Evidentemente, en este caso p(A’)=0. No es dificil demos-
trar que la prolongacién lebesguiana de cualquier medida es com-
pleta. Esto se debe a que para A’c A y n(A)=0 es necesaria-
mente p*(4’)=0 y a que es medible cualquier conjunto C para
el cual p*(C)=0, ya que FER y

p*(CA @)=p*(C)=0.

Indiquemnos la relacién existente enire el proceso de prolongacion
de una medida segin Lebesgue y el proceso de completacién de un espa-
cia mélrico. Observemos en este orden que m’AAaB) puede ser consi-
derado como la distancia enire los elementos A y B del anillo R (S,).
Entonces, M (S,) se convierte en un espacio métrico (no completo, como
regla general) y su completacién, de acuerdo con el teorema 3 del § 2, se
compone precisamente de todos los conjuntos medibles (aunque, sin em-
bargo, los conjuntos A y B no se pueden dislinguir desde el punto de
vista métrico cuando p{A A B)=90).

3°. Prolongacién de una medida segin Jordan. Al estudiar en el § 2
de este capitulolas medidas que verifican solamente la condicidn de aditi-
vidad, hemos demoslrade que cada una de estas medidas m puede ser exten-
dida del semianillo &, al anillo minimal R (€,) generado por este semia-
nillo. No obstante, existe también la posibilidad de extender la medida a
un anillo mas amplio que N (S,). La construccion correspondiente se llama
prolongacién de una medida segin JordanV, La idea de esia conslruccion,
empleada en varios casos particulares ya por lus matemdticos de la Grecia
antigua, consiste en aproximar el conjunto ea medirs A por conjuntos A’
y A7 de medida prescrita, por dentro y por fuera, esio es, de manera que

A'CAcA”

Sea m una medida definida en un anillo M (Exy).

DEFINICION 7. Diremos que un conjunto A es medible segiin Jordan cuando
para cualquier ¢ > 0 exisien en ¢l anillo M conjuntos A"y A" que satisfa-
cen las condiciones

A'cAcdA’, m(A™A') <&

Es valida la siguiente proposicién.

TEOREMA 6, El sistema W* de los conjunios medibles segiin Jordan es un
| aniilo.

1} Camille Jordan, matematico francés (1838—1922).
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Sea, M un sistema de conjunios A para los cuales existe un conjunto
824 de M. Para cualquier A de R tomemos por definicion

W(A)= inf m(B),
B> A
p{d)= sup m(B).

= BC A

Las funciones p{4) y 1 (A4) se llaman medida «exteriors ¢ «intérior »,
respectivamentie, del conjunto A.
Es evidente que siempre

BA)<B(A).

TEOREMA 10. £l anillo W* coincide con ¢l sistema de aquellos conjuntos
i AEM pura los cuales p (A)=p(A).

Para los conjuntus de M tienen lugar los siguientes leoremas:

n
TEOREMA 11, St AcUAg. s tiere p(A)=z X1 (AR).
k=1

TEOREMA 12, S ApcA (A=1,2, ..., n) y AiNA;= (¥, se tiene
o
1(A)= D (Ap.
F=1
Definamos ahora la funcién p con campo de definicidn
&, =%R*
como el valor comin de las medidas exlerior e interior:
1 (A)=p(A) =k (A).
De los teoremas 11 y 12 y del hecho evidente de que para AEMN se tiene
B (A)=p (A)=m (A),
se desprende la siguiente afirmacién.

TEOREMA 13, La funcién p(A) es una medida y es unu prolongacién de
| la medida m.

La consiruccién expuesla es aplicable a cualquier medida m definida
en un anillo. En particular, se puede aplicarla a los conjuntos del plano.
En este caso, se toma comao anirlu inicial el sislema de conjuntos elemen-
tales (es decir, las uniones finitas de reclingulos), El anillo de cenjuntos
elementales depende, obviamente, de la seleccién del sistema de coordenadas
en el plano (se toman rectdngulos de lados paralelos a los ejes de coorde-
nadas). Al pasar a la medida plana de Jordan

I3 =] (my),

esta dependencia de la seleccién del sistema de coordenadas desaparece: par-
tiendo de cualquier sistema de coordenadas {x, ¥}, relacionado con el
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sistema inicial {¥;, x;} mediante una transformacién ortogonal
X7 =008 & Xy -} 56N - Xy -} Gy,
Xy=—8en o2y - COS Xy g,

obtendremos una misma medida de Jordan
I =] (mg) =] (in)

(aqui m, es la medida construida a partir de los rectangulos de lados para-

lelos a los ejes x;, %,). Este resultado se desprende del siguiente teorema
general.

TEOREMA 14, Para que las prolongaciones de Jordan p, =j(nt;) y wo={ (my)
de las medidas my y m,, definidas en los miﬁarlsﬁl y Mg, Coigll’.‘l' as's:s
necesario y suficiente que se cumplan las condiciones:

RicEpm my (A)y=pq(A) en Ry,
R.c&p, iy (A)=pn(A) en R,.

Si la medida inicial m es definida en un semianillo en lugar de un
anillo, es natural llamar prolongacién de Jordan a la medida

f(m)=j (r (m))

que se obtiene mediante la extension de m al anillo R (S,) v la prolonga-
cion ulterior segln Jordan.

4°, Unicidad de prolongacion de una medida. 5i el conjunto A es me-
dible segin Jordan respecto a la medida p, esto es, pertenece a R* (S,),
entonces, para cualquier medida p, que es prolongacién de m y que estd defi-
nida en N*(Sp), el valor pg.:) coincide con el valor J(A) de la prolon-
gacion de Jordan J=/(m). puede demostrar que Ia_prolongacién de
la medida m a un sistema mas amplio que & ;s no sera (inica. Con més
precision esto signiiica lo siguiente. Un conjunto A se llamara conjunto
de unicidad de una medida m cuando

1) existe una medida que es prolongacién de la medida m y que estd
definida en el conjunto A;

2) para cualesquiera dos medidas de este género p; y g

Hy (A} = (A)-

Tiene lugar el tecrema: el sistema de conjunios de unicided de una medida
m coincide con el sisfema de los conjuntos medibles segiin Jordan respecto a
la medida m, es decir, coincide con el sistema €; .

Sin embargo, si son consideradas solamenie medidas g-aditivas y sus
prolongaciones (o-aditivas), el sistema de los conjuntos de unicidad serd, en
general, més amplio.

Como el caso mas impartante es precisamente el de las medidas o-adi-
tivas, tomaremos la siguiente definicién.

DEFINICION 8. Un conjunto A se llama conjunfo de o-unicidad de una me-
dida o-aditiva m cuando
1) existe una prolongacién g-aditiva A de la medida m definida en 4
(es decir, tal que AES,); :
2] para cualesquiera dos extensiones c-aditivas A, y Ay de este género
es véalida la igualdad
Ry (A) =4 (A).

1 % 2150
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Si A es un conjunte de o-unicidad de una medida c-aditiva u, existe de
acuerdo con nuestra definicién, el finico valor posible A (4) para la prolon-
gacién g-aditiva de ta medida p definida en A.

Es ficil ver que cada conjunto A medible segin Jordan es medible
{ambién segin Lebesguc (jpero no viceversal; dése un ejemplo) y que sus
medidas de Jordan y de Lebesgue coinciden. De agui se desprende inme-
diﬂtd‘?{‘.‘e“le que la prolongacion de Jordan de una medida o-aditiva es
g-aditiva.

Cada conjunto A medible segin Lebesgue es un conjunto de g-unicidad
para la medida inicial m. En efecto, cualquiera que sea &> exisle para
A un BEN tal que p* (4 A B) < e. Cualquiera que sea la profongacion A,
definida en A, de la medida m, tenemos

A (B)y=m'(B),
va que la prolongacién de la medida m a N =N (S,) es tnica, Ademas,
AMAAB)=p*(AAB)<e
y, consecuentemente,
[ h(A)—m' (B)] < e.
Luego, para dos cualesquiera prolongaciones o-adilivas 21 (A) ¥ hy(A) de
la medida m, tenemos
[ % (A) =4, (A)] < 25,
de donde, debido a la arbitrariedad de & > @,
Ay (A)=hy {A).
Se puede probar que los conjuntos medibles segin Lebesgue agotan todo el
sistema de los conjuntos de c-unicidad de la medida inicial m.
Sea m una medida o-aditiva con campo de definicién € y sea =L (E)
el campo de definicién de su prolongacién de Lebesgue. Del teorema 3 de

este paragrafo se desprende facilmente que cualquiera que sea el semianillo
&y tal que

ece,cit,
siempre
L(&)=L(S).

§ 4. FUNCIONES MEDIBLES

1°. Definicion y propiedades principales de funciones medibles.
Sean X e Y dos conjuntos arbitrarios en los que se han escogido
dos sistemas de subconjuntos & y @, respectivamente. Una fun-
cién abstracta y=f (x) con campo de definicion X y con valores
en Y se llama (&, &')-medible cuando de A€@' se deduce que
fFH{AYe@.

Por ejemplo, si X e Y son la recta numérica R' (es decir, si
se consideran funciones reales de variable real) y si © y & son
el sistema de todos los subconjuntos abiertos (o todos los sub-
conjuntos cerrados) de R, la definicién dada de funcién medible
coincide 'con la de continuidad. Si tomamos para €y €’ el



§ 4. FUNCIONES MEDIBLES 323

sistema de todos los conjuntos borelianos, obtendremos las asi
llamadas funciones B-medibles (o medibles segiin Borel).

En lo sucesivo, el concepto de funcion medible nos interesara
fundamentalmente desde el punto de vista de la teoria de inte-
gracion. En este plano, el papel principal corresponde al concepto
de p-medibilidad de las funciones reales definidas en un conjunto X,
coincidiendo © con el sistema de todos los subconjuntos p-medibles
del conjunto X y &’ con la coleccién de todos los B-conjuntos
de la recta. Para simplificar, aceptaremos que X es la unidad
del campo de definicién &, de la medida p. Como toda medida
o-aditiva puede ser prolongada, de acuerdo con los resultados del
§ 3, a un_algebra boreliano, es natural admitir desde el princi-
pio que &, es una B-ilgebra. Por lo tanto, para las funciones
reales daremos la siguiente definicion de medibilidad:

PefiNICION 1. Una funcion real {(x) definida en un conjunto X
se llama p-medible cuando

f~1{Aee,
cualquiera que sea el conjunto boreliano A de la recta numérica.

TEOREMA 1. Para que una funcidn [(x) sea p-medible es necesario
y suficiente que para cualquier ¢ real el conjunto {x: f(x) < ¢}
sea p-medible (es decir, pertenezea a &,).

DEMOSTRACION. La necesidad de la condicién es obvia ya que la
semirrecta (—oo, ¢) es un conjunto boreliano. Para demostrar
la suficiencia, observemos, ante todo, que la adherencia boreliana
B(X) del sistema £ de todas las semirrectas (—oo, ¢) coin-
cide con el sisterna B' de todos los conjuntos borelianos de la
recta numérica. Por hipdtesis, [~!(Z)c&,. Luego,

[FHBE)=B (-t Z)=B(&,).

Pero, B(8,)=&,, ya que &, es una B-ilgebra, por hipétesis.
El teorema queda demostrado.

TEOREMA 2. El limife de una sucesion convergente para cada x€ X
| de funciones p-medibles es p-medible.

DEMOSTRAGION. Sea f,(x) — [(x); entonces,

tef@ <a=UU Nt < c——L} . ()
k

nm>n
En efecto, si f(x) <e¢, existe un & tal que f(x) <c-——§~ ; ademds,
para este k se puede escoger n tan grande que para m == n se cumpla
1+
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la desigualdad
faly < e—g

y esto significara precisamente que x figura en el miembro de-
recho de (1).

Viceversa, si x pertenece al miembro derecho de la igualdad
(1), existe un & tal que para fodos los m suficientemente grandes

fn () <o—1 s

tuego, f(x) < c, es decir, x figura en el miembro izquierdo de la
igualdad (1).
Si las funciones f,(x) son medibles, los conjuntos

:{x:f,,,{x} Z C——%}

perfenecen a €,. Como &, es un algebra boreliana, los conjuntos
fx:f () < ¢}

pertenecen también, en virtud de (1), a &, y esto demuestra que
F(x) es medible.

TEOREMS 8. Una funcion B-medible de una funcion p-medible es
| wp-medible. -

DEMOSTRACION 2. Sea f(x)= 9 {1p ()], donde ¢ es medible segin Bo-
rel y ¢ es p-medible. Si AcD’ es un conjunte p-medible arbi-
trario, su imagen reciproca A’ =¢~1(A) es B-medible y la ima-
gen reciproca A”=vy"1(A4’) del conjunto A’ es B-medible. Como
[ (A)=A4", de aqui sigue la medibilidad de la funcién f.

El teorema demostrado es aplicable, en particular, al caso de
funciones continuas ¢ (que son siempre B-medibles).

2°. Funciones simples. En vista del estudio ulterior de fun-
ciones medibles conviene representar cada una de ellas como
limite de una sucesién de asi llamadas funciones simples.

peFINICION 2. Una funcidn f(x) se llama simple cuando es p-me-
dible y toma a lo sumo un nimero numerable de valores.

Ests claro que el concepto de funcién simple depende de la
seleccién de la medida p

La estructura de las funciones simples es caracterizada por el
siguiente teorema.
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TEOREMA 4. Una funcion [(x) que toma a lo sumo un ndmero nu-
merable de valores distinfos

y:,y yga LERLE ] ynr LR S
es p-medible cuando, y séfo cuando, todos los conjuntos
_ Ap=[x:f (x) =y,}
son p-medibles.
DEMOSTRACION. La necesidad de la condicién esta clara ya que
cada A, es la imagen reciproca del conjunto compuesto por un
solo punto {y,} y cualquier conjunto compuesto de un solo punto

es boreliano. La suficiencia se deduce de que la imagen reciproca
f~1(B) de cualquier conjunto Be=D' es, por hipdtesis, la

unién U A, de una cantidad a lo sumo numerable de conjuntos
€5
medibies A,, es decir, es medible.

El empleo ulterior de las funciones simples se basa en el si-
guiente teorema.

TEOREMA 5. Para que la funcion [(x) sea p-medible es necesario y
suficiente que pueda ser representada como limite de una sucesién
uniformemente convergenfe de funciones medibles simples.

DEMOSTRACION, La suficiencia [se desprende del feorema 2. Para
demostrar la necesidad, consideremos una funcién medible arbi-

traria f(x) y tomemos f,,(x)::—’:- cuando i:-gf(x) < m—jl (aqui

m son enteros y n son enteros positives). Estd claro que [,(x)
son funciones simples; para n— oo ellas convergen uniforme-

mente hacia f(x) ya que [,F(Jc)—,r‘,,{,wc)Ig-]rt .

3° Operaciones aritméticas con funciones medibles.

TEOREMA 6. La suma, la diferencia y el producto de dos funciones
medibles son funciones medibles. El coclenfe de dos funciones
medibles es también medible si el denominador no se anula.

Realicemos la demostracién de este feorema en varios pasos.

a) La suma de dos funciones medibles es medible.

Sean primero f(x)} y g(x) dos funciones w-medibles simples
que toman los valores

fll r;ga caey fn, e

Ly By vovs Sur -
respectivamente. La suma h(x)=f(x)+4g(x} puede tomar scla-

¥
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mente los valores i=f;-I-g; con la particularidad de que esios
valores se toman en los conjuntos

h=r= U (/@)= Nxegx=gh @

frtgy=h

El niimero de los valores posibles & es finito o numerable y los
conjuntos {x:fi(x)=~h} correspondientes a estos valores son medi-
bles, ya que el miembro derecho de Ia igualdad (2) es, obviamente,
un conjunto medible. Luego, h(x)=f(x)+4g(x) es una funcion
medible simple.

Sean ahora f(x) y g(x)} dos funciones medibles arbitrarias;
consideremos las sucesiones {f,(x)} v {g.(x)} de funciones simples
convergentes hacia f(x) y g{x) respectivamente. Entonces, las
funciones simples f, (x)=+ g, (x) convergen uniformemente hacia la
funcién f(x)--g(x) que, en virtud del feorema 5, es medible.

b) El producto de una funcién p-medible por un nimero
constante es p-medible. Esta afirmacion es obvia,

De a) y b} resulta:

¢) La diferencia de dos funciones p-medibles es p-medible.

d) El producto de funciones p-medibles es p-medible. En

efecto, consideremos la identidad fg_—_%—[(f+g}”—-(f-*g}3]- La

expresién del miembro derecho es una funcién p-medible. Esto
se desprende de a), b) y ¢) y de que el cuadrado de una funcién
medible es, en virtud del teorema 3, una funcién medible.

e) Si f(x) es medible y f(x) 70, también -ﬁ% es medible.
En efecto, tenemos

{x:ﬂ%<c}m{x:f(x) >%}U [x:f (x) < 0}
para ¢ >0,

{virg <ef=1x:0> (0> ¢
para c <0 y
{x:ﬁ(c}:{x:f{x)(c}

para ¢=0.
En el miembro derecho figura cada una de las veces un
conjunto medible. De d) v e) se deduce la medibilidad del co-

ciente % (con la condicién de que g{x)==0).
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En resumen, hemos probade que las operaciones aritméticas
con funciones medibles ilevan de nuevo a funciones medibles.

#°. Equivalencia. En el estudio de funciones medibles pueden
ser despreciados frecuentemente los valores de una funcién en un
conjunto de medida nula. En este orden introduciremos la si-
guiente definicion.
peFINICiON 3. Dos funciones f y g definidas en un mismo conjunto
medible E se llaman equivalentes {en simbolo f ~ g) cuando

e {xef (x) = g (%)} =0.

Diremos que una propiedad se verifica en casi fodo el E. cuando
se verifica en todos los puntos de E con la excepcién de puntos
que forman un conjunto de medida nula. De esta forma, se puede
decir que dos funciones se llaman equivalentes cuando coinciden
en casi todos los puntos.

TeOREMA 7. Si dos funciones [ y g continuas en un segmento E
son equivalentes (respecto a la medida de Lebesgue), ellas coin-
ciden.

DEMOSTRACION. Supongamos que en un punto x, se tiene f(x,) =

= g(x,), es decir, f(x)—g(x,)5%0. Como [—g es una funcién

continua, existird una vecindad del punto x, tal que en todos
sus puntos la funcién f—g es diferente de cero. Esta vecindad
tiene medida positiva; de manera que

pie:flx)==g(x)} >0,

es decir, las funciones continuas f y g no pueden ser equivalen-
{es, si toman diferentes valores aunque sea en un punto.
Evidentemente, para funciones medibles arbitrarias (esto es,
discontinuas, en general) la equivalencia de dos funciones de
ninguna manera implica su coincidencia; por ejemplo, la funcién
igual a la unidad en los puntos racionales y al cero en los pun-
tos irracionales es equivalente a la funcién igual idénticamente

a cero.

TEOREMA 8. Una funcidn f(x), definida en un conjunio medible E
y equivalente en este confunfo a una funcién medible g (x), es
también medible.

En efecto, de la definicién de equivalencia se desprende que

los conjuntos

el <al y {x:g(x) <al
pueden diferir uno de otro solamente en un conjunto de medida
nula; por consiguiente, si es medible el segundo de ellos, es me-
dible también el primero.
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5° Convergencia en casi todos los puntos. Puesio que en
muchos casos el comportamiento de las funciones medibles en
uno u otro conjunto de medida nula na tendrd importancia para
nosotros, resulta natural generalizar del siguiente modo el con-
cepto habitual de convergencia de una sucesién de funciones.

DEFINICION ¢, Una sucesién de funciones f,(x) definidas en un
espacio X se llama convergente en casi fodos los punfos hacia

F (x) cuando
lim f, (x)=F (x) @)

para casi todo x€ X (es decir, el conjunto de aquellos puntos x
en los que no se verifica (3) es de medida nula).

Ejemplo. La sucesién de funciones f,{x}=(—x)", definidas en
el segmento [0, 1), converge para n— oo hacia la funcién
F(x)==0 en casi todos los puntos (a saber, en todos puntos a
excepcion del punto x=1).

El tecrema 2 admite esta generalizacién.

TEOREMA 2. Si una sucesicn de funciones p-medibles f,(x) converge
hacia una funcidn F(x) en casi todo el espacio X, F(x) es tam-
bién medible.

pEMOSTRACION. Sea A el conjunto, donde

lim f,(x)=F (x).
Por hipétesis, p(X\4)=0. La funcién F(r) es medible en A
y como cualquier funcién es medible, evidentemente, en un
conjunto de medida nula, F(x) es medible en X\ A; luego, es
medible también en el conjunto X.

EJERCICIO. Supongamos que una sucesion de funciones medibles f,{x)
converge en casi todos los puntos hacia una funcién limite f (x). Demuéstrese
que la sucesién { fn (%)} converge en casi fodo punto hacla g(x) cuando, y
solo cuando. g(x) es equivalente & f(x).

6°. Teorema de Egérov. D. F. Egorov demosiré en 1913 el
siguiente teorema importante que establece la relacién entre la
convergencia en casi todos los puntos y la convergencia uniforme.

TEOREMA 9. Supongamos que una sucesidn de [unciones medibles
{F (%)} converge hacia f (x) en casi todo el confunto E. Entonces,
para cualquier 8 > 0 existe un conjunto medible Ey < E tal que
1) w(Ey) > p(E)—8;

9) la sucesion {f,(x)} converge hacia f(x) uniformemente en el
conjunto Ej.
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DEMOSTRACION. De acuerdo con el teorema 2’ la funcién f(x) es
medible. Pongamos

" ) — i
En ‘Q‘{ximn Fwl<—)

De esta forma, E7 representa, para m y n fijos, el conjunto de
todos los puntos x para los cuales

1
[fito—F ) < |
cualquiera que sea i >>n. Sea
Er= ) B2
n=1
Est4 claro, de la definicién de los conjuntos E7, que para un
m fijo
B B e ER ey
Debido a que una medida c-aditiva es continua, para cual-
quier m y cualquier 8 > 0 existird un n,(m) tal que

B ENE m) < o
Tomemos

EB = n E"::'n(m)
m=]

y probemos que el conjunto E, construido de esta forma verifica
las condiciones del teorema.

Demostremos primero que la sucesion {f,(x)} converge unifor-
memente en Ejy hacia la funcién f(x). Esto se desprende inme-
diatamente de que para x€ E; vy cualquier m

1} —F(9)] < — cuando i > n, (m).
Estimemos ahora la medida del conjunto EN_E; Observemos
para ello que p(ENE™)=0 cualquiera que sea m. En efecto, si

%, € ENE™, existen valores tan grandes como se quiera de i para
los cuales

Efi‘(xa)_f{xn) .II = mL '

es decir, la sucesion {f,(x)] no converge hacia f(x) en el punto x,.
Como, por hipotesis, (f,(x}} converge hacia f(x) en casi todos los
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puntos, tenemos
w(ENE™=0.
De aqui se sigue que
BAEN E R m) = B (E™NET im) < -2-'?.:- .

Luego,
WENE)=p (E NN E"‘...,m) =

m=1

=R ( U (E\Egn(ml)) = 2 W (E\E’:Ilnum) < 21 2_(31 =4
=1 m=1 ms=

Hemos demostrado el teorema.

7°. Convergencia en medida.

DEFINICION 5. Se dice que una sucesion de funciones medibles f, (x} con-
verge en medida hacia una funcién F (x) cuando para cualquier 0 > 0

lim p{x:| fa () —F (¥} | =0} =0.

Los feoremas 10 y 11 que siguen establecen la relacion entre los con-
ceptos de convergencia en casi todos los punios y convergencia en medida.

TEOREMA 10, 5i una sucesién de funciones me dibles [, (x) converge en casi
todos los puntos hacia una funcion F(x), converge en medida hacia
lo misma funcion limite F (x).

DEMOSTRACION. Del teorema 2’ se desprende clque la funcién limite F(x)es
medible. Sea A el conjunto {de medida nula) en el que f(x} no tiende
a F(x). Sean, ademés,

Egx (0)={x:| f () —F ()| = 0},
Rn(o)= U Egfa),

k=n
M= Rp(o).
=1
Estd claro que todos estos conjunios son medibles. Como
Ri(@) DR, (0)D....
tenemos, debido a la continuidad de la medida,
1 (Rp(0) — p(M) para n— =,

Comprobemos ahora que
Mc A 4)
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En eieclo, si %y € A, es decir, si
n“m fn (x0) =F (¥a),

para un ¢ > 0 dado existe un n, tal que
| fa (xe}—F (%) [ < 0,
es decir, %, € £, (0) y, con mas razén, x, € M.
Pero, b {A)=0; de manera que (4) implica y (M)=0 y, por consiguiente,
W (R (a)) — 0 para f - c0;

como E, (0) < R, (0); esto demuestra el teorema.

Es facil ver en un ejemplo que la convergencia en medida de una
sucesion de funciones no implica, en general, su convergencia en casi todos
los puntos. Efeclivamente, definamos para cada & natural en el semisegmento

(0, 1} & funciones
N
del siguienie modo
o
k
0 para los demés valores de x.

1 para {xr;-:é-,

) =

Enumerande una tras otra fodas estas [unciones obtendremos una
sucesién que, como es facil de comprobar, converge en medida hacia cero
y al mismo tiempo no converge en ningin punto (jdemuéstrese estol).

EJERCICIO. Supongamos que una sucesién de funciones medibles fn (x)
converge en medida hacia una funcién Hmite f(x). Demuésirese que la
sucesién fn (x) converge en medida hacia una funcién g{x) cuando, y sélo
cuando, g(x) es equivalenie a f(x).

Aunque el ejemplo dado demuestra que el teorema 10 no puede inverlirse
completamente, tiene lugar el sigufente resultade.

TEOREMA 11. Supongamos que una sucesién de funciones medibles fn(x) con-
verge en medida hacia f(x). Entonces, de esta sucesidn se puede extraer una
sucesion parcial {Fuy ()} que converge en casi todos los puntos hacia f(x).

DEMOSTRACION. Sea &, €, ... una sucesién de nimeros positivos tal que

lim ¢,=0
fi =@

v $ean N, Na, ..., Np ... UNO§ nimeros positivos tales que la serie
Nt Nakee.
converge. Construyamos una sucesién de indices
ny < N,
del mode siguiente: n; es namero natural tal que
w Azl fa, () —F () I=e) <

{(un mimero n; de este tipo existe obligatoriamente); n, es un nimero
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tal que
pAx: I () —f (R = e} < T

En general, ng es un niimero tal que
p ez g (9)—F ()] = e} <me
(ng > Rp—1)-

Moslremos que la sucesi6n construida converge hacia f(x) en casi todos
los puntos. Efectivamente, sean

@
Ri= U {a: [ln, () —F(x) [ == s,
k=1
Q=nR‘.
i=1
Como
RiDR;DR;D ... DRaD ..

tendremos, debide a la continuidad de la medida, w (R — p (Q)
-]
Por ofro lado, estd claro que p(R;) < X mp de donde se desprende

r={
que p(R;)—+0 para i — oo, es decir, 1 (@)=0. Resta probar gque en todos
los puntos del conjunte ENQ tiene lugar la relacion

by (x) — F ().

Sea x, € ENG. Entonces, existird un i, tal que x, € Ry, Ello significa
que para todos los k=l

%€l ) —f ) [ = e,
es decir,
| Frg (20)—F (%) | < B4

Como, por hipblesis, e, — 0, se tiene

L Fy (o) =T (%)

El teorema queda demostrado.

8°. Teorema de Luzin. C-propledad. La definicién de funcion medible,
dada al principio de este paragraio, se refiere a funciones sobre conjuntos
arbitrarios y no estd relacionada, en el caso general, de manera alguna con
el concepto de continuidad de una funcién. Sin embargo, si se trata de
funciones definidas en un segmento, tiene lugar el siguiente teorema impor-
tante demostrado por N. N. Luzin en 1913:

TEOREMA 12. Para que una funcién f{x} definida en un segmento [a, b] sea
medible es necesario y suficiente que para cualquier & > O exista una fun-
cidn @ (x) continua en [a, b] tal que

plef@) 2 el <e
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En ofras palabras, una funcién medible se puede convertir en una con-
tinua en [a, b] variando sus valores en un conjunto de medida tan pequefia
como se quiera. De una funcién en un segmento, que mediante una edefor-
macién pequefia» de este tipo puede ser hecha continua, se dice que verifica
ta C-propiedad (término de N. N. Luzin). El tecrema de Luzin muestra
que para {unciones de argumento numérico la C-propiedad puede ser fomada
como base de la propia definicién de medibilidad. Es fﬁr:i‘J obtener la de-
mostracién del teorema de Luzin valiéndose del teorema de Egérov (jrealicese
esta demostracidnl).

§ 5. INTEGRAL DE LEBESGUE

El concepto de la integral de Riemann, conocido del curso
elemental del Andlisis, es aplicable solo a aquellas furiciones que
o bien son continuas o bien no tienen «demasiados» puntos de
discontinuidad. Para funciones medibles que pueden ser disconti-
nuas en todo punto donde estén definidas (o incluso pueden estar
definidas en un conjunto abstracto de manera que el concepto de
continuidad carece de sentido para ellas), la construccion de Rie-
mann de la integral no es vilida. Al mismo tiempo, para estas
funciones existe un concepto perfecto y flexible de la integral
introducido por Lebesgue.

La idea principal de la integral de Lebesgue consiste en que,
a diferencia de la integral de Riemann, los puntos x se agrupan
no de acuerdo a su proximidad en el eje x sino de acuerdo a la
proximidad de los valores de la funcion en estos puntos. Esto
ofrece inmediatamente la posibilidad de extender el concepto de
integral a una clase muy amplia de funciones,

Ademds, la integral de Lebesgue se define de un mismo modo
para funciones determinadas en cualesquiera espacios provistos
de medida, mientras que la integral de Riemann se infroduce
primero para funciones de una variable y solamente después se
extiende, con las modificaciones correspondientes, al caso de varias
variables. Para funciones en espacios abstractos provistos de medida
la integral de Riemann simplemente no tiene sentido.

En lo que sigue se considerara, siempre que no se diga lo
contrario, una medida ¢-aditiva p(A) definida en un algebra
boreliana de conjuntos con unidad X. Todos los conjuntos consi-
derados A = X se supondrin p-medibles y las funciones f(x)
estaran definidas para x € X y seran p-medibles.

1°, Infegral de Lebesgue para funciones simples. Introduciremos
primero el concepto de la integral de Lebesgue para las funciones
que hemos llamado con anterioridad simples, es decir, para fun-
ciones medibles con un namerc finito o numerable de valores.
Sea f una funcion simple que toma los valores

Yo Yar on s Yo oo B 7=l pRIA i%].
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Es natural definir la integral de la funcién f en el conjunto
A mediante la igualdad

§Fdu=3y,m(4), donde A,={rix€A, =y, (1)

A

si la serie que figura en el miembro derecho converge. De esta
forma llegamos a la siguiente definicién (en la que, por razones
obvias, se postula de antemano la convergencia absoluta de esta
serie).

peFiNicion 1. Una funcién simple f se llama infegrable o sumable
(respecto a la medida p) en un conjunto A cuando la serie (1)
converge absolutamente. Si f es integrable, la suma de la serie (1)
se llama integral de f en el conjunto A.

En esta definicion se supone que todos los y, son diferentes.
Sin embargo, el valor de la integral de una funcién simple se
puede representar como la suma de productos de tipo cyp (By) sin
suponer que todos los ¢, son distintos. Esto es posible bacerlo
gracias al siguiente lema.

Lema. Supongamos que A=\J}B,, B;nB;=@ parai=j, y que
&

la funcién | foma en cada conjunto By un valor inico ¢; en-
fonces,

§ F)dp = };_‘.c,,u (Ba) @)

y la funcion | es infegrable en A cuando, y solo cuando, la
serie (2) converge absolutamente.

pEmosTRACION. Es féacil ver que cada conjunto
An={x:xEA’ -f(x):gu}
es la unién de aquellos B, para los cuales ¢y=y, Luego,
D0k () =2y, 3 1B = (By).
n n o ox=ba
Como la medida es no negativa, tenemos

gl Yn I P’{An}=;‘|] yn[m‘gyp’(ak}= glck l p’(Bk}-
es decir, las series X #.n(4,) ¥ EC*P (B;) son ambas absotuta-

mente convergentes o ambas divergenies. El lema queda demostrado.
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Indiquemnos algunas propiedades de la integral de Lebesgue
de funciones simples:

A Srdn+ S gmdu=§[f (0 +g ) dp,

A A A

con la particularidad de que la existencia de las integrales del
miembro izquierdo implica la existencia de la integral del miem-
bro derecho.

Supongamos, para demostrar esta ‘propiedad, que [ toma los
valores f; en los conjuntos F;=A y g toma los valores g; en los
conjuntos G, A, de manera que

U= {fwrdn=Z 1 ), 3
Ja=ig(x)du=§g;u{6,1, “)

Entonces, de acuerdo con el lema,
I={fW+ewld=BB(ite)rEnG) 6

pero,
P{Ff)=Z}P(F;ﬂGj)v I-‘(G,:'}S‘ZI‘-(F;'”G;}’

de manera que la convergencia absoluia [de las series (3) y (4)
implica Ja convergencia absoluta de la serie (5); ademds,

J=J,+1,

B) Para cualquier constante k
kY Foydn= i {#F (1)} dp,
A

donde la existencia de la integral de miembro izquierdo implica
la existencia de la integral del miembro derecho. (La comproba-
cion es inmediata).

C) Una funcién simple f acotada en un conjunto A es inte-
grable en A y, ademés, si [f(x)|<<M en A, se tiene

if(xwulammm-

(La comprobacién es inmediata).



336 CAP. Vi, MEDIDA, FUNCIONES MEDIBLES, INTEGRAL

2°, Integral de Lebesgue en conjuntos de medida finita.
pEFINICION 2. Una funcién f(x) se llamara infegrable (sumable) en
un conjunto A cuando exista una sucesién de funciones simples f,
integrables en A convergente uniformemente hacia f.

El limite
I=lim {f,(x)dp (6)
RW@‘A
sera denotado mediantie
{F oy dy
A

y llamado integral de la funcion f en el conjunto A.

Esta definicién es correcta si se verifican las siguientes con-
diciones:

1. El limite (6) existe cualquiera que sea la sucesién unifor-
memente convergente de funciones simples integrables en A.

2. Este limite no depende, para una funcién fijada f, de la
seleccién de la sucesidn {f,}.

3. Para las funciones simples las definiciones de la integrabi-
lidad y de la integral coinciden con las dadas en el punto 1.

Todas estas condiciones quedan, realmente, satisfechas.

Para demostrar la primera, basta observar que, debido a las
propiedades A), B) y C) de la integral de funciones simples,

§ du—{ a0 dp| <p (A sip 1 —Fa . D)

Para demostrar la segunda condicién es preciso considerar dos
sucesiones {f,} g {f;l convergentes hacia f. Si el limite (6) to-
mara valores distintos para cada una de estas dos sucesiones, no
existiria el limite (6) para la sucesion obtenida como unién de
estas dos, lo que estaria en contradiccién con la primera condi-
cién. Finalmente, para probar la validez de la tercera condicidn
es suficiente considerar la sucesién f,=F.

Establezcamos las propiedades fundamentales de la integral
de Lebesgue. Una consecuencia directa de la definicion es que

I. § 1-dp=p (A). ®)
I1. Para cualquier constante %
§ 16 (9 dp =1 § / (2) dp, ©)
A

donde la existencia de la integral del miembro izquierdo implica
la existencia de la integral del miembro derecho.

Esta propiedad se deduce, mediante el paso al limite, de la
propiedad B) para las integrales de funciones simples.
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. (fedan+ emdn=§ F @) +e@) dn, (10)
A A A

donde la existencia de las integrales del miembro izquierdo im-
plica la exisiencia de la integral del miembro derecho.

La demostracién se obtiene, mediante el paso al limite, de
la propiedad A) de la integral para funciones simples.

IV. Una funcién f acotada en un conjunto 4 es integrable en A,

La demostracién se obtiene, mediante el paso al limite, de
la erpiedad B) de la integral de funciones simples.

. Si f(x) =0, se tiene

{Tmdp=0 (11)

A

(suponiendo que la integral existe).

Para las funciones simples esta propiedad se deduce directa-
mente de la definicién y en el caso general la demostracién se
basa en la posibilidad de aproximar una funcién no negativa
mediante funciones simples no negativas.

De la diltima propiedad se desprende inmediatamente que para
f(x) =g (x) se tiene

(Fde > gxdp, (12)

A A

de manera que siendo m<(f(x)<CM para todos (o casi {odos)
los x€ A, tendremos

my (A) éif(x) dp < My (A). (13)

VI. Si p(4)=0, se tiene {7 (x)dp=0.
A

Esta afirmacion se deduce directamente de la definicién de
la integral de Lebesgue.

VIL. Si una funcién ¢ es integrable en A y |f(x)| << ¢ (x) en
casi todo el A, entonces f es integrable en A.

En efecto, si f y ¢ son funciones simples, omitiendo del con-
juntc A un conjunto de medida nula, podemos representar el
conjunto A° que queda como la unién de una cantidad finita
o numerable de conjuntos, en cada une de los cuales f y ¢ son
constanies

f*)=a, ¢x)=b,y, ademas, |a,[<b,.
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De la integrabilidad de ¢ se desprende que
ZR‘.ia..llt{A,.)s;%‘,bnu{An)ig_ ¢ (x) du=§ 9 (x) dp-
De manera que [ es también integrable y
MUSEE {1 erdn|=|Zam (a0 <
<Sla (A= 1Fwid< | o) du.

A

1Erl el caso general esta afirmacién se demuestra pasando al
imite.
VIII. Las integrales

1=\ fdp, fg=§lf(x}ldu (14)

A

o bien existen ambas o bien ambas no existen.

En efecto, la existencia de la integral /, implica la existencia
de la integral /.

Lo reciproco se desprende, en el caso de una funcién simple,
de la definicion de la integral y en el caso general se demuestra
mediante el paso al limite y valiéndose de la desigualdad

lla|—|b]|<|a—0b].

3°. g-aditividad y continuidad absoluta de la integral de Le-
besgue. En el punto anterior hemos enunciado las propiedades
de la integral de Lebesgue en un conjunto fijado. Ahora estable-
ceremos algunas propiedades de la integral de Lebesgue conside-
rando la expresion

FA)=\()dn
A

como funcién de conjunto, definida en la clase de conjuntos me-
dibles. Probemos, ante todo, la propiedad siguiente.

reorema +. Si A=|J A, AN A;=@ para i+ j, enfonces,

gf(x) dy =2§ () de, (15)

donde la existencia de la integral del miembro izquierdo implica
la existencia de las integrales y la convergencia absoluta de la
serie del miembro derecho.
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DEMOSTRACION. Probemos primero la afirmacion del teorema para
el caso de una funcion simple f que toma los valores

Hiv Yov vovs Ypy - -t

By={x:x€ A, [(X)=u
Bnk={x:xEAm f(x)=yk}’

Sean

Entonces,
=3 B)=¥% Y (B,) ==
)S"f(x) n %9’;&1( k) %!szn,l-‘( )

=3B un =3 F(du (16)

An

Como la serie ¥ g (B,) converge absolutamente, suponiendo que f
es integrable en A4, y como las medidas de todos los conjuntos
son no negativas, también convergen absolutamente todas las de-
mas series de la cadena de igualdades (16).

En el caso de una funcién [ arbitraria, se desprende, de su
integrabilidad en A, que para cualquier ¢ > 0 existe una funcién
simple g integrable en A que verifica la condicion

[ x)—gx)| <e. (17}
Para g tenemos
gg(X)du#EE g (x)dy, (18)

donde g es integrable en cada conjunto A, y la serie (18) con-
verge absolutamente. De este filtimo hecho y de la estimacién (17)
se desprende que f es también integrable en cada A, y que

3§ fwda—{ gt du|< Bew (4= en (),

Ap

(idn— g dp|éw (A),
A A

esfo y (18) demuesira la convergencia abscluta de la serie
25 f(x)dn y lleva a la estimacion
" A

3§ e —{f0dn| <2 ()
Como € > 0 es arbitrario, obtenemos

31 1= F@dp.

n
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coroLAr1O. Si f es infegrable en A, [ es infegrable también en
cualquier conjunto medible A'C A.

Hemeos demostrado que la integrabilidad en un conjunto A
de una funcion f(x) implica, en el caso en que A=UA, vy
AinAy=~ 3, que [(x) sea integrable en cada A, yque la integral
en A sea igual a la suma de las integrales en [os conjuntos A,.

Esta afirmacion puede ser invertida en el sentido siguiente.

reorema 2. Si A=|J A, AiNA;=D para is=| y la serie

S 17dn (19)
nA,
converge, la funcidn | es infegrable en A y

§f{x)du=§§ f (x) dp.

Lo nuevo aqui, en comparacion con el teorema anterior, es
la afirmacion de gue la convergencia de la serie (19) implica la
integrabilidad de f en A.

Realicemos la demostracién primero para el caso de una
funcién simple f que toma los valores f; en los conjuntos B;.
Tomando

Anf= An nt':
tenemos
V17 dp =S Fi 0 (A

Aa

La convergencia de la serie (19) implica la convergencia de

las series
O NIATCIESHIATRC R

La convergencia de la ultima serie significa la existencia de
la integral

§f(x>du=;r.-u (B;n A).

En el caso general, aproximaremos la funcién [ mediante
una funcién simple 7 de manera que
HF—=Fl<e. (20)
Entonces,
§1F1de< § 1700 1du+en (40
An

Ag
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y como la serie
p(A)=n(4)

converge, la convergencia de la serie (19) implica la convergen-
cia de la serie

3§ 1Fedu,
es decir, implica, de acuerdo con lo demostrado, la integrabili-

dad en A de la funcién simple f. Pero, entonces, la funcién ini-
cial f serd también integrable en A, debido a (20). El teorema
queda demostrado.

Desigualdad de Chébishev. Si ¢ (x) >0 en A, enfonces

plrix€d, o= > fo@dn @)
A

En efecto, sea
A'={x:ix€ A, px)=c}.
Entonces,

fodi= {o@dp+ § o@de= (emdp=>a@A).
A A AN AT A

COROLARIO. Si
§1F @) 1du =0,
A

es [(x}=0 en casi todos los puntos.
Efectivamente, tenemos, en virtud de la desigualdad de
Chébishev,

pirxed, ([0 =x)<n {1F()|du=0
A
para todos los n. Por la tanto,

pixir€A, ,f[x]_—,-’:(]}gzp{x:xeﬂ, mx);;-;-} =0,

n=1

En el punto anterior hemos indicado que la integral de
Lebesgue en un conjunto de medida nula es igual a cero cual-
quiera que sea la funcidn f.

Esta afirmacién puede ser considerada como el caso iimile
del sjguienie teorema importante.
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TEOREMA 3 (continuidad absoluta de la integral de Lebesgue). Si
f(x) es una funcién sumable en un conjunto A, para cada
&> 0 existe un 8 >0 fal que

|§ fdu | <e
é
para cualquier conjunte medible ec A tal que p(e) <.

DEMOSTRACION, Observemos, anite todo, que nuestra afirmacion
es evidente cuando f es acotada. Sea ahora f una funcién arbi-
traria sumable en A. Tomemos

A,={x:x€A, n<|f)i<n+ 1}

»
BJ\'Z U A, CN= A\.BN-

Entonces, en virtud del teorema 1,
Sildu= 3§17 du.
A n=a A
Escojamos N de manera que

> 1@l 1<,

n=N+1 L
y sea

]
0xb< FNT"

Si ahora p(€) < 8, tendremos

Crodn [<Siredn= § 1F@ e+ § 176)1dn

Py M enBy NGy

La primera de las inlegrales del miembro derecho no pasa de
-g— (propiedad V), mieniras que la segunda no es mayor que la
integral referida a todo el conjunto Cy, es decir, tampoce pasa
de 7 luego, tenemos

§ 1760 ldan <.

Las propiedades establecidas de la integral como funcién de
conjunto llevan al resultado siguiente. Sea f una funcién no
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negativa, sumable en un espacio X respecto a una medida u.
Entonces, la funcion

Fay= {f(vdp

A

est4 definida para todos los conjuntos medibles A= X y es no
negativa y o-aditiva, es decir, satisface la condicién: si A=UA,,

y AiNA;=@, se tiene F(4)=3F(A,). En oftras palabr;s la

integral de una funcién no negativa posee, consideréndola como
funcién de conjunto, todas las propiedades de una medida g-adi-
tiva. Esta medida estd definida en la misma o-algebra en la
que estd definida la medida inicial p y, ademas, esta relacionada
con p mediante la condicién: si p(A4)=0, también F(A)=0.

4°, Paso al limite bajo el signo de la integral de Lebesgue.
La cuestion sobre el paso al limite bajo el signo de la infe-
gral o, que es lo mismo, sobre la posibilidad de integrar tér-
mino por término una serie convergente, surge con frecuencia en
diferentes problemas.

En el Analisis clasico se demuestra que una condicion sufi-
ciente para poder realizar este paso al limite es la convergencia
uniforme de la sucesion (serie) correspondiente.

Demostraremos ahora ciertos teoremas acerca del paso al
limite bajo el signo de la integral de Lebesgue que constituyen
unas generalizaciones de largo alcance de los teoremas correspon-
dientes del Analisis clésico.

TEOREMA 4 (Lebesgue). Si una sucesion {f,} converge en A hacia f

4 para todo n

[ Fa (2} <@ (x)
donde @ es integrable en A, la funcion limite f es también
integrable en A y

,15 falx) dp —»} f () du.

pEMOSTRACION, Se desprende ficilmente de las condiciones del
teorema que | f(x)| << @ (x). Por eso, como hemos sefalado en el
punto anterior (propiedad VII), f(x) es integrable. Sean

A= (k—1< o)<k Bo= J Au={x:0(x)=m}.
kzm
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Por el teorema 1
(owde=3 foadu (22)
A k A
y la serie (22) converge absolutamente. Ademas,
(owde= 3 § oidp.
Bm km Ay

De la convergencia .de la 'serie (22) se desprende la existencia
de un m tal que

fo@dn<s.
By

En AN\B,, se cumple la desigualdad ¢(x) <m. En virtud del
teorema de Egérov, se puede representar ANB, en la forma

ANB,=Cu D, dondep (D) < g~ y en el conjunto C la sucesién
{f} converge uniformemente hacia f.
Escojamos N de manera que para 2> N se tenga
=10 < 575
en el conjunto C. Entonces,
 (f0—f (idp = § Fu0du— § F9dn+
A Bry ™m
+{fawdn—{ 1 dn+ 117, (9 —F ] d
Fal

De aqui
5 | rf” (x}_f (JC) Id}l-:< 5-—:— =g,
A

coroLar1o. Si |f,(x)| << M=const y f,— [, fenemos
{7u@dn— [fe)dp.
A A

Observacién. Como quiera que los valores que asume una
funcién en un conjunto de medida 0 no influyen en el valor de
la integral, bastaria suponer en el fecrema 4 que {F.} converge
hacia f en casi todos los puntos y que las desigualdades
|fa(x)| < @(x) se cumplen también en casi todos los puntos.
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TEOREMA 5 (Beppo Levi). Supongamos que

tho<hO<...<f,(¥<...

en un conjunto A, en el que las funciones [, son infegrables,
y que sus integrales son acotadas en su conjunto

Aan(x)du <K.

Entonces, existe en casi fodo el A el limite (finito)
f(x)_—..ﬂl[m Fa 2}, (23)
la funcion [ es integrable en A y
§F.dn— {1 du.
A A

Ademds, en el conjunto, en el que no existe el limite (23), la
funcién f puede estar definida arbitrariamente, tomandose, por
ejemplo, [(x)=0 en este conjunto.

DEMOSTRACION. Vamios a suponer que f,(x)>0, va que el caso
general se reduce a éste pasando a las funciones

Tn — lf.’l_fl‘
Consideremos el conjunto
Q={x:x€A, [,(x)— o}

Es facil ver que Q= J 2y, donde
Qip = {x=xE A) fn (X} > ’l!‘
En virtud de la desigualdad de Chébishev (21),
pE@<<.

Como Q"cQ’=...cQP=..., tenemos p (U Q},”) <KIr, vy
como para cualquier r !

Q= Yoy,
encontramos de aqui que p(Q)<{K/r. Por ser r arbitrario,

1(Q)=0.

Con esto queda demostrado que la sucesion monétona {Fa(x)} tiene
en casi todo el A4 un limite finito f(x).
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Sea ahora ¢ (x)=r para aquellos x en los cuales
r—1<f(x)<r, r=1,2, ...
Si demostramos la integrabilidad de ¢(x) en A, la afirma-
cién de nuestro teorema se desprenderd inmediatamente del

teorema 4.
Denotemos por A, et conjunto de aquellos puntos x € A para

los cuales g(x)==r y pongamos

3
B=UJA,-
r=1
Como las funciones f, y f son acotadas en B, y siempre
@ ()<< f(x)4 1, tenemos

BSm{x)dpéBEf(x)du+MA}=
—iim {7, (9dut+p(4) <K +p(A).

H-—- @ BS
Pel'l:lu
L)
fo@dn= 3 (4.
M, r=1
La acotacién de estas sumas implica la convergencia de la serie

"

3 ru(4)= { o Wdu.

r=1 A
Luego, hemos demostrado que @ es integrable en A.
COROLARIO. Si 4, (¥} =0 ¥y
> i (0 dp < o,
n=1A
entonces, la serie Y, (x) converge en casi todo el A y

[( 39 00)dn= 5 Sncocn.
A \n=1 Fy n=1 A

teoreMA 6. (Fatou). Si una sucesion jf,,} de funciones medibles

no negativas converge en casi todo el A hacia [ y
{F(du<K,

[ es integrable en A y .
{fmdn<K.

A



§5. INTEGRAL DE LEBESGUE 347

DEMOsTRACION, Tomemos
@q (%)= inf fy(x);
k=n

9, es medible, ya que

(g, (0) <cf= U (el <}

k2n

Ademés’ como 0“‘-:';- @, (x)gf”(x)’ ¢, SON medibles v
S P () dp << S faolo)du <K,

A A

finalmente,
<< .. Sp)<. ..
¥
lim @, (x) = [ (x)
en casi todos los puntos. Por lo tanto, aplicando a {g,} el ieo-
rema anterior, obtenemos el resultado necesario.

5° Integral de Lebesgue en un conjunto de medida infinita.
Al hablar de la integral y de sus propiedades, hemos aceptado
hasta este momento que se consideran funciones definidas en uno
u otro conjunto medible de medida finita. Sin embargo, trope-
zamos frecuentemente con funciones definidas en un conjunto de
medida infinita, por ejemplo, con funciones definidas en la recta
con su medida lebesguiana. Por esto es importante extender el
concepto de la integral también a este caso. Nos limitaremos al
caso practicamente mas esencial en el que el conjunto X puede ser
representado como la unién de una cantidad a lo sumo nume-
rable de conjuntos de medida finita:

X=UXn n(X)< oo, 24)

Llamaremos sucesion exhaustiva a toda sucesién {X,} de subcon-
juntos medibles del conjunto X que verifica la condicidn (24).
Introduzeamos la definicién siguiente.

1 Si un espacio X, en el que estd definida una medida p, puede ser
representado como la union de una cantidad numerable de conjuntos de
medida finita, la medida en X se llama o-finita. Como ejemplos de medi-
das g-finitas pueden servir las medidas de Lebesgue en’la recia, el plano
y el espacio n-dimensional. Medidas que no son o-finitas se pueden obtener,
por ejemplo, asignando a cada puntc de la recta el peso 1 y llamando
me(ii]ib!es a todos los subconjuntos finitos de la recta {(que constituyen un
anillo).
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pEFinicion 3. Una funcién medible f, definida en un conjunto X
de medida o-finita X, se llama sumable en X cuando es sumable
en cada subconjunto medible AcX de medida finita y cuando
plarla cada sucesion exhaustiva {X,} de conjuntos medibles existe
el limite

lim §f (o) (2). (25)

Xa

Esie limite se llama integral de f en el conjunto X y sedenota con

(£ dp ().
X

Estid claro que el |limite (25) no depende de la seleccion de la
sucesién exhaustiva {X,}, ya que, de lo contrario, uniendo dos
sucesiones exhaustivas podriamos construir una sucesiéon exhaus-
tiva para la cual el limite (25) no existiria. Estad claro también
que si la funcién f se anula fuera de un conjunto de medida
finita, la definicion de la integral que acabamos de enunciar
coincide con la que ha sido dada en el punto 2.

Observacién. La definicion de la integral de una funcion
simple, dada en el punto 1, puede ser conservada textualmente
también en el caso de medida infinita. Esta claro que para que
una funcién simple sea sumable es necesario entonces que asumna
cada valor diferente del cero solamente en un conjunto de medida
finita. La definicién de integrabilidad, dada en el punto 2, esld
relacionada estrechamente con la suposicién de que la medida del
conjunto X sea finita. En electo, si w(X)= o0, la convergencia
uniforme de una sucesién de funciones simples sumables {¢,} no
implica, en el caso general, la convergencia de la sucesién de sus
integrales (|dése un ejemplol).

Los resultados expuestos en los puntos 2 y 3 para el caso de
medida finita subsisten, en lo fundamental, para las integrales en
conjuntos de medida infinita.

La diferencia substancial consiste en que, en el caso de
u(X)= oo, una funcién medible acotada en X no es necesaria-
mente sumable. En particular, si p(X)= o0, ninguna constante
diferente del cero es integrable en X

El lector comprobara ficilmente que los teoremas de Lebesgue,
de Beppo Levi y de Fatou subsisten en el caso de medida o-finita.

6°. Comparacion de la integral de Lebesgue con la integral de
Riemann. Veamos la relacién que existe entre la integral de
Lebesque y la integral de Riemann, limitdndonos al caso maés
sencillo de la medida lineal de Lebesgue en la recta.
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TEOREMA 7. Si existe la integral de Riemann

]
1=(R) F(x)dx,

[ es infegrable en [a, b) segin Lebesgue y
{ Fxydp=1r.

{a, b])

DEMOSTRACION. Consideremos la particién del segmento [a, 6] en
27 intervalos mediante los puntos

Xp =+ o5 (b—0)

y consideremos las sumas de Darboux correspondienies a esta
particién

an
b—
Qn = _g"_ﬂ ;} Mﬂki

2"
b—a
['-Un= P Z My
k=1

donde M,, es la cota superior de | en el segmento
Xpor STy,

y m,, la cota inferior de f en el mismo segmento. Por definicion
de la integral de Riemann,

I=lim Q,=lim o,

= o n -+ @
Tomemos

Ta(X)= M, para x,_, <x< %,
Fn(%) =l Para X, <K< Xy

En el punto x=b las funciones f, y f, pueden ser definidas arbi-
trariamente. Es ficil probar que -

{ Fxdu=2,
[a. &]

{ f(du=0,
[a. 8]

Como la sucesién {f,} es no creciente y la sucesion {f} no de-
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creciente, tenemos en casi todos los puntos
Fo) — T =) L) —f@)<[@.
En virtud del teorema 7,

{ Flodu=limQ,=I=limo,= § [()dn

[a ] " » o, 6]
De manera que
)
{170 —fealdp= § (Feo—Fetdp=0
[a, &) [a. b}
y, por consiguiente, en casi fodos los puntos

T —[(x)=0,

es decir,
Fy=f()=/F(x)
¥
§ Fodu=1
[a. B]

El teorema queda demostrado.

Es facil sefialar ejemplos de funciones acotadas integrables
segin Lebesgue, pero no integrables segiin Riemann (por ejemplo,
la funcién de Dirichlet, mencionada anteriormente, que es igual
a 1 para losx racionales y al 0 para losx irracionales).

Las funciones no acotadas no son integrables segin Riemann,
pero muchas de ellas son integrables segin Lebesgue. En parti-
cular, cualquier funcién f(x)==0 para la cual la integral de
Riemann -

§ Foode

a+e
existe para cada & >0 y tiene un limite finito / para e— 0, es
integrable en [a, b] segiin Lebesgue y

b

§ rdu=lim § fud

[a, B a+e
Sefialemos que las integrables impropias

b b

{feade=llim { fedr,

a a+e
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en el caso en gue

Jim {1} demco,

no existen en el sentido lebesguiano ya que, de acuerdo a la
propiedad VIII del punio 2, la sumabilidad de la funcién f(x)
implica que la funcién |f(x)| sea también sumable. Por ejemplo,
la integral

1
"1 1
g - sen —dx
L
existe como integral impropia de Riemann (convencionalmente
convergente), pero no existe como integral de Lebesgue.

Si una funcién se considera en toda la recta (o en una semi-
rrecta), su integral de Riemann puede existir solamente en el
sentido impropio. Si esta integral converge absolutamente, tam-
bién existird en este caso la correspondiente integral de Lebesgue
teniendo el mismo valor. En cambio, si esta integral converge
convencionalmente, la funcién no serd integrable en el sentido de
Lebesgue. Por ejemplo, la funcién
50N X
T

no es integrable seglin Lebesgue en toda la recta ya que

§

Sin embargo, come se sabe, la integral impropia

‘sen x
= |dx= 00.

3

j e

X

existe y es igual a n.

§ 6. PRODUCTOS DIRECTOS DE SISTEMAS DE CONJUNTOS
Y DE MEDIDAS. TEOREMA DE FUBINI

En el Analisis desempefian un papel importante los teoremas
sobre la reduccion de una integral doble (o, en general, miltiple)
a la integral reiterada. El resultado fundamental de la teoria de
las integrales multiples de Lebesgue es el teorema de Fubini que
demostraremos al final de este paragrafo. Previamente expondre-
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mos algunos conceptos y resultados auxiliares que tienen, ademds,
interés por si mismos.

1°, Productos de sistemas de conjuntos. Un conjunto Z de
pares ordenados (x, y), donde x€ X e yeY, se llama producto
directo de los conjuntos X e ¥ y se denota con Z=XxV. Del
mismo modo, el conjunto Z de sucesiones finitas ordenadas
(X4 Xar -+-4 X), donde x, € X, se llama producto directo de los
conjuntos X,, X,, ..., X, y se denota con

Z=X XXX XX, =] X | X,
En particular, cnando
X=X,=...=X,=X,
¢l conjunto Z es la n-ésima potencia del conjunto X:
Z=X"
Por ejemplo, el espacio de coordenadas n-dimensional R” es
la n-ésima potencia de la recta numérica R*. El cubo unidad /7,

esto es, el conjunto de elementos de R" con coordenadas que
verifican las desigualdades

DT, Bl 2 o B
constituye la n-ésima potencia del segmento umidad /*=[0, 1].

Si &, &, ..., ©, son sistemas de subconjuntos de los
conjuntos X,, X,, ..., X,, entonces,

R=B,xB,x... x5,
representa el sistema de subconjuntos del conjunto X =| % | X,
que se pueden escribir en la forma
A=A xA,%... x4,
donde A,€E,.
Si 8,=€,=...=8,=8, es R la n-ésima polencia de &:
N=0"
Por ejemplo, el sistema de paralelepipedos de R" es la n-ésima
potencia del sistema de segmentos de R*.

TEOREMA 1.8i &,'S,, .. .. €, son semianillos, también R = %S,
es un semianillo.

pEMosTRAcioN. De acuerdo con la definicién de semianillo debemos
probar quesi 4, B € R, entonces A N B € R y que, ademds, para BzA
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se tiene A={JC;, donde C,=B, C;nC,=Q para iz=j y

=1
C,eR (i=1,2, ..., n).
Realicemos Ja demostracién para el caso en que n=2.
I. Sea A€EC,X&,, BEE,xT,; esto significa que
A=A xA, AEG, AE€QG,
B=BIXB,, Ble@p BQG@:-

Entonces,

A nB=(AlﬂBJX(AgﬂB=)
y como

A,NnB €€, A,NB,€E,,
tenemos

ANBeE xE,.

11, Supongamos ahora adicionalmente que BcA. Entonces,
B,cA,, B,cA,

y, como &, y €, son semianillos, tienen lugar las descompo-

siciones
A =B,UB®y...uBP,
A,=B‘UB{,”U... UB;H;
A=A x A, =(B;xB)U(B,xBM)U ... U(B,xBP)U

U(B{ X B,)U (B XBP)U ... UBPXBP)U

En la niltima descomposicion el primer término es B, xB,=8
y todos los términos pertenecen al sistema &, X &,. Esto demues-
tra el teorema.

Sin embargo, si los sistemas &, son anillos o anillos borelianos,

ello no implica afin, en el caso general, que el producto |X| &
4
sea un anillo o, respectivamente, un anillo boreliano.

2°, Productos de medidas. Supongamos que en los sernianillos
&,, €,, ..., ©&, se han definido las medidas
l'l'x {Al), P'a(A'.:)r LT ) i'l'n(An} Akegﬁ‘
Definamos en

R=8,x&,X...XG,
la medida

P=py XX XKy

12 % 2150
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de la siguiente forma: si
A=A, XA ... XA,

[ (A) =t (A:) Pa(Ay) ot W (A}

Es preciso demostrar que p(A) es una medida, esto es, que p(A)
es aditiva. Haremos esto para el caso en que n=2. Supongamos
que se tiene la descomposicién

entonces,

A=A xA,=JB®, BONBY = para i#],
1
Bk — B{h X B','b.

En el capitulo I (lema 2 del § 5) ha sido demostrada la exis-
tencia de descomposiciones

Axsucim" A‘=UC{.""
i a

tales que los conjunios B{" son uniones de ciertos Cy™ y los
conjuntos B son unienes de determinados C. Es obvio que

A= (A1 (A) = DR CM K C, ()
B (BW) = py (B s (B = 3 D €)1 (6, @)

donde en el miembro derecho de la igualdad (1) aparecen justa-
mente una vez todos los términos que figuran en los miembros
derechos de las igualdades (2). Por lo tanto,

B (A)=k (B,

que es lo que debiamos demostrar.

En particular, la aditividad de las medidas elementales en un
espacio euclideo n-dimensional se desprende de la aditividad de
la medida lineal en la recta.

TEOREMA 2. Si las medidas p,, W, -... W, son c-odifivas, tam-
| bién es o-aditiva la medida p==p, Kpy X - . - Xy

Daremos la demostracién para el caso en que n=2. Supon-
gamos que A, es la prolongacién lebesguiana de la medida p,.

Sea C=|JC, donde los conjuntos Cy C, pertenecen a &, X e,,

n=]
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es decir,
C=4A4 X.B, Aegp BE@,,
C,,= A,me Ane@b BMG@I‘
Tomemos para x€ X
p.(B,) cuando x€ A,
Fa (X) = 0 cuando x€ 4,.
Es facil ver que para x€ 4

Zha ) =pa (B)

y por Eesto. de acuerdo con el teorema de Beppo Levi (teorema 5
del § b)

B h@ar = {u B dr, =1, (4)- b, (B) =, (A) 11, (B).
Pero, ? :
§ Fa () by =, (B,) -, (A,) = (C,)
de modo que .
ZuC)=r ().

La prolongacion lebesguiana de la medida p, X p, X ... X p,
se llamara producto de las medidas p, y se denotara con

PO ® . @ ka = D e
En particular, para
Bi=P=...={,=]
obfenemos la n-ésima polencia de la medida p:

W=l e rae=p.

Por ejemplo, la medida n-dimensional de Lebesgue p” es la
n-esima potencia de la medida lineal de Lebesgue p.

3° Representacion de la medida plana en términos de la inte-
gral de la medida lineal de secciones y definicion geométrica de
la ‘integral de Lebesgue. Sea G una region del plano (x, y) limi-
tada por las verticales x=a, x=b y las curvas y= o (x), y=1p (x).
Como es conocido, el drea de Ia regién G es igual a la integral

b
V(G) = (¢ ()— v (x)} dv.

e
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La diferencia ¢ (x,)—V(x,) representa aqui la longitud de la
seccién de la region G mediante la vertical x=x,. Nuestro obje-
tivo es extender este modo de medir dreas al caso de medidas-
productos arbitrarios

Po=p, G By

Vamos a suponer en lo sucesivo que Jas medidas p, y p, estan
definidas en 4lgebras borelianas, son c-aditivas y verifican la
condicion de plenitud (si Bc A y p(A)=0, entonces B es me-
dible), condicién que, como hemos visto con anterioridad, verifi-
can todas las prolongaciones lebesguianas.

Introduciremos las denotaciones siguientes

A,={y: (x, )€ A} (x fijo),
Ay,={x: (x, y)€A) (y Fijo).

Si X e Y son rectas numéricas (de modo que X XY es el
plano), A, es la proyeccién sobre el eje ¥ de la seccion del con-
junto A mediante la recta vertical x=ux,.

TEOREMA 3. En las suposicioties senaladas se tiene

]-"(A)= S My (Ax) d|"'x == S |23 (Ay] d!“y

X ¥
para eualquier conjunto w-medible A V.

pemosTracioN. Es obvio que basta demostrar la igualdad

1 (A) = § () dp,, donde g (9)=n,(A,) 3)
X

ya que la segunda parte del teorema es totalmente analoga a la
primera. Observemos que el teorema incluye automaticamente la
aseveracién de que para casi todos los x (en el sentido de la me-
dida p,) los conjuntos A4, son medibles segin la medida p, ¥ de
que la funcién ¢4 (x) es medible respecto de la medida p,. De lo
contrario, la férmula (3) no tendria sentido.

1} Observemos que la Integracién en X se reduce, de hecho, a la inte-
gracién en el conjunto U Ay X fuera del cual el integrando es igual a cero.
¥

Andlogamente, S=S .

Y U As
£
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La medida u es la extension lebesguiana de la medida
m=p,xXn,
definida en el sistema &, de conjuntos de tipo
A=A, XA,

Para estos conjuntos la igualdad (3) es evidente, ya que en
este caso

o I’ly (Axa} para xeAJ’Q’
¥ (x]__{ 0 para xEAyu.
~ La igualdad (3) se extiende sin dificultad también a los con-
juntos de R (@,) que se descomponen en uniones finitas de con-
juntos disjuntos dos a dos de &,.
En el caso general, la demostracién de la igualdad (3) se basa

enn el lema siguiente que tiene interés independiente en la teoria
de prolongaciones lebesguianas.

LEN;A;! Para cualquier conjunto p-medible A existe un conjunto B
al que

B=f\B; B5Bz.:5Bi0::;

B,=) B BucBuc...c8uc...,
k

donde los conjuntos B,, son elementos de R(€,) y AcB y
(A)=p(B).

La pemosTrRAcloN del lema se basa en el hecho de que, cual-
quiera que sea #, el conjunto A puede ser incluide, por definicién

de medibilidad, en la unién C;,=U A,, de conjuntos A,, de &,

de manera que
1
BC) <p(A+.
Tomando B,,=nC,,. veremos sin dificultad que los conjuntos
k=1
B, lienen la forma B,=|]J$,, donde §,, son elementos de &,,.

5
[

Tomando, finalmente, B,,R=UEN. obiendremos un sistema de
s=1
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conjuntos By, con las propiedades requeridas. Esto demuestra el
lema,

Empleando el teorema de Beppo Levi (teorema 5 del § 5), es
facil extender la igualdad (3) de los conjuntos B,, €N (S,) a los
conjuntos B, y B, ya que

@8, ()= 1l @5 (), Q5 SPB < oo
pe(x)=lim@g, (), ¢, 28,2 -+ -

Si p(A)=0, entonces u(B)=0 y en casi todos los puntos
ep{x)=n,(B,)=0.
Como A,=B,, para casi todos los x el conjunto A, es medible y

Pa {.‘() =Wy [Ax] =0,
(oatx)dp,=0=n(A4).

Por consiguiente, la formula (3) es véalida para conjuntos A tales
que p(A)=0. En el caso general, representaremos A en la forma
B\.C, donde, en virtud de (4),

u(C)=0.

Como la férmula (3) es valida para los conjuntos B y C, es féacil
probar que se cumple también para el conjunto A. Hemos ter-
minado la demostracién del teorema (3).

Consideremos ahora el caso en que Y es la recta numérica,
B, es la medida lineal de Lebesgue y el conjunto A es el con-
junto formado por punfos (x, y) de tipo

{xeM, O<Sy<<[(0)), (5)

donde M es un conjunto p,-medible y f(x) es una funcién inte-
grable no negativa. En este caso,

f(x) para x€M,
By (A‘)={ 0 para x€M

w(d)=§ () du,.
M

Hemos demostrado con esto el teorema siguiente.

TEOREMA 4. La integral de Lebesgue de una funcidn no negativa
Fx) es igual a la medida p=p,xu, del conjunio A definido
por las relaciones (5).
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En el caso en que X es también la recta numérica, el con-

junto M es un segmento y la funcién f(x) es integrable segin
Riemann, este teorema se reduce a la expresién conocida de la
integral como el 4rea comprendida debajo del grafico de la funcién.

4°, Teorema de Fubini. Consideremos el producto ftriple
U=XxY¥YxZ; si en X, Y yZ estin definidas las medidas p,,

B, ¥ K, la medida
B =1 B 1y @
puede ser definida o bien como
Hy = (1 D ) Q1
Ha= P D (1, D )

1 Es facil probar que, de hecho, estas definiciones son equiva-
erntes. -

El teorema siguiente constituye el resultado principal en la
teoria de integrales maltiples.

o bien como

TEOREMA DE FUBINL Supongamos éue las medidas ., y B, estdn
definidas en anillos borelianos, son a-aditivas y complelas; su-
pongamos, ademds, que

p=u.Ou,

y que la funcidén f(x, y) es infegrable respecto a la medida p
en un conjunto

AcXxY. (6)
Entonces ¥,

Sf(x.y)du=5(5nx, Dt ) du =
X A,

£

={ (S Hon ) di . ()

¥ \24y

La afirmacién del teorema incluye la existencia de las inte-
grales en los paréntesis para casi todos los valores de la variable
respecto a la cual se toman estas integrales.

DEMOSTRACION. Realicemos primero la demostracién para el caso
en que f(x, y)>=0. Consideremos con este fin ¢l producto triple

U=XxVxZ,

1V Véase la llamada al pie de la pdgina 336.
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donde el tercer factor es la recta numeérica, y el producto de

medidas
A=p,Qpn@Qu=pp,
donde p* es la medida lebesguiana lineal.
Definamos en U un subconjunto W tomando

(x4, Z)EW
x€A, yeA,

0<<z<Ci(x ).
De acuerdo con el teorema 4,

MW) = § f (% g)dp. )
Por otra parte, en vista del teorema 3,
aw)= W, )du,, )
X

donde E=p,xpu' y W, es el conjunto de pares (y, z) tales que
(x, y, 2} € Ww. Ademas, de acuerdo con el teorema 3,

BWa={ 10 pdu, (10)
Comparando (8), (9) y (10), encontramos
{7 gydp=1 (S f(x y) du,) dps
A X\ A,

que es los que queriamos demostrar.
El caso general se reduce al estudiado mediante las relaciones

Jf(x= y):f+ (x! y)'—f_ (I! y]-

frix, 9= L“"._E)LL‘"‘-’"'}. - (%, y), = 1F iz y)!—{(x, 9

Observacian. Como veremos en los ejemplos que indicamos mds
abajo, la existencia de las iniegrales reiteradas

§c(§’fdu,.)dpx y §(S fdpx)ldpy (1)

cuando

Ay
no implica, en el caso general, ni la igualdad (7} ni la integra-
bilidad de la funcién f(x, g) en A. Sin embargo, si existe al menos
una de las integrales

S(S oo ldp, \du, 6 §(V 17 g)ldn)du, (12)
xLa, ¥\ Ay
fx, y) es integrable en A y tiene lugar la igualdad (7).
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En efecto, supongamos, por ejemplo, que la primera de las
integrales {12) existe y es igual a M, La funcién f, (x, ) =min X
x{{[{x, y}|, n} es medible, acotada y, consecuentemente, sumable
en A. Por el teorema de Fubini

{falx ppdp=§ (S Fa(x, y)dpy)apx@rw. (13)
A X\ Ay

Las funciones f, forman una sucesién mondtona no decreciente
que converge en casi todos los puntos hacia |f(x, y)|. En virtud
del teorema de Beppo Levi, de aqui y de la desigualdad (13) se
desprende que la funcién { f (x, )| es sumable en A. Pero, entonces,
también f(x, y) es sumable y para ella es valido el teorema de
Fubini. De aqui se deduce nuestra afirmacion.

Hemos demostrado el teorema de Fubini suponiendo que las
medidas w, y u, (y, por consiguiente, también p) son finitas. Sin
embargo, es facil probar que este teorema subsiste también en el
caso de medidas o-finifas.

Veamos unos ejemplos de funciones, para las cuales existen las integrales
reilerads:‘is (11), perc no tiene lugar la igualdad (7).
1. Sea

A=[—I, IJ?
y
i
F(x, y)mm_gy‘—],;

entonces,

1

S f(x, ) dx=0

-1
para y# 0 y

{ Fx ndy=0
=1
para x # 0. Por lo tanto,

_fl (jlf(x. y)dx} dy = S: (_Slrf(x. ¥ dy)dx=0',

pero ia integral, en el sentido de integral dobie de Lebesgue, en el cuadrado
no existe, ya que

1 1 4 o ;
) Y”(X'S‘dedy::abg‘drjnﬁ[’_'.‘lcﬁﬂ’_‘dqa_——,g‘g‘fgmm_
g 0

v

21 &
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2. A=IO, 1]“

— L1 1
2 parﬂﬁgxééﬁ, ﬁé_y < gmoie

L = 1 1 1
Flx 9)=4 _o2a+1 para <x<gpi ga=¥ <ga-1

g+l
0 en los demds casos.

Se puede calcular que

1
{ iz 9) dx) dy=0
0

(=L T

mientras que

1 1 d\ 1
ag(ugf(x,y) y)d“”—?‘



CAPITULO
VI

INTEGRAL INDEFINIDA
DE LEBESGUE. TEORIA
DE DIFERENCIACION

En este capitulo continuaremos el estudio de la infegral de
Lebesgue, limitandonos fundamentalmente al caso de funciones
en la recta y aceptando que la medida, respecto a la cual se toma
esta_integral, es la medida habitual iineal de Lebesgue.

Si f es una funcién sumable definida en un conjunto medible
X de medida p, la integral

Ef(x)du (1)
existe para cada AcX medible y, siendo f fija, representa una
funcién de conjunto definida para todos los subconjuntos medibles
Ac X, Si la funcién f estd definida en un segmento de la recta
numérica y el conjunto A, respecto al cual se toma la integral (1),
también es un segmento, esta integral es funcién de par de puntos,
esto es, de los exiremos del segmento A. Fijando uno de los
extremos del segmento de integracién, digamos el izquierdo, po-
demos considerar la integral referida al segmento [a, x] como
funcién de una variable x. Estudiaremos las propiedades de la
integral

§fayar,
tomada en el segmento [a, x] con la medida habitual lineal de
Lebesgue en este segmento, como funcién del exiremo superior
de integracién x. Este problema nos llevard a considerar algunas
clases importantes de funciones en la recta. El estudio general
de la integral de Lebesgue de una funcién fija f como funcién
de conjunto se realiza en el § 5.
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Son conocidas del curso elemental del Anélisis las siguientes
igualdades fundamentales que establecen la relacién entre las
operaciones de diferenciacion e integracién: si f es una funcién
continua y F una funcién de derivada continua, entonces,

) &S fod=1e,
b a
2) - {Pwa=rp—F@.

a

Surgen las preguntas: a) ¢es valida la jgualdad 1) para funciones
sumables en el sentido de Lebesgue? y b) ¢cudl es la clase (la més
amplia posible) de funciones para Ja que se verifica la igualdad 2)?

Estas cuestiones son estudiadas en los pardgrafos proximos del
presente capitulo.

§ |. FUNCIONES MONOTONAS. DIFERENCIABILIDAD DE LA
INTEGRAL RESPECTO AL EXTREMO SUPERIOR

1°. Propiedades fundamentales de funciones mondtonas. Comen-
zaremos el estudio de las propiedades de la integral de Lebesgue

X

)= fa 0

o

como funcién del extremo superior con la siguiente observacién
obvia, pero importante: si la funcién f es no negativa, @ (x) =
X

= S [ () dt es una funcién mondtona no decreciente; ademas, como

a
toda funcién sumable es diferencia de dos funciones sumables no
negativas:

FO)y=F* (y—F (&) @)

la infegral (1) es la diferencia de dos funciones mondtonas no
decrecientes. Consecuentemente, el estudio de la integral de Le-
besgue como funcién del exiremo superior puede ser reducido at
estudio de funciones mondtonas del misme género. Las funciones
mondtonas (independientemente de su origen) poseen una serie
de propiedades simples e importantes que pasamos a exponer.
" Recordemos algunos conceptos necesarios para lo sucesivo.
Siempre que no se diga lo contrario, se consideraran funciones
definidas en un segmento.
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Una funcién f se llama mondtona no decreciente cuando x, < x,
implica

fla)<[ (x2);

anéalogamente, f se llama mondfona no creciente cuando x, < x,
implica

[x) 2= (%)

Sea f una funcién arbitraria en la recta. El limite
li )
lim f (x, k)

hA>0

(si es que existe) se llama limile a la derecha de la funcién f en

el punto x, y se denota con f(x,+ 0). Anélogamente, el limifea la

izquierda f(x,—0) de la funcién { en el puntfo x, se define como
fim f(x, —h).

=0
hA=0

La igualdad f(x,+0)=/(x,—0) significa, obviamente, que la
funcion f es continua en el punto x, o tiene en él una discon-
tinuidad evitable. Un punto en el que f (x,--0) y ['(x,—0) existen,
pero no coinciden, se llama punfo de discontinuidad de primera
especie y la diferencia [(x,+0)—f(x, —0) se llama salfo de la
funcidn [ en este punto.

Una funcion [ se llama confinua a la izquierda en el punto
%, cuando f(x))=f(x,—0) y continua a la derecha en este punto
cuando. f(x,}=f(x,4-0). "

Demostremos las propiedades fundamentales de las funciones
mondionas. Para concretar, hablaremos de funciones mondtonas
no decrecientes aunque todo lo que se dice a continuacion se
extiende automaticamente a las funciones monétonas no crecientes.

1. Toda funcion | mondfona no decrecienfe en |a, b] es medible
y acotada y, por consiguiente, sumable,

En efecto, debido a la monotonia,

f)<<[() en [a, b].
Ademas, para cualquier constante ¢ el conjunto
Ag={x:f(x) <¢}

es 0 hien un segmento o bien un semisegmento (o el conjunto
vacio). Efectivamente, si existen puntos en los que f(x)<gc,
designemos mediante d la cota superior minima de todos estos x.
Fnig}nces, A_ es o bien el segmento [a, d] o bien el semisegmenlo
a, d.
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2. Una funcién mondfona puede tener solamente discontinuidad
de primera especie.

En efecto, supongamos que x es un punto arbifrario de [a, b]
y que x,—x, siendo x, < x, En este caso, {f(x,}} es una suce-
si6n mondtona no decreciente acotada por arriba (por el valor f(x,),
por ejemplo). Luego, para cualquier sucesion de esle tipo existe
lim f{(x,), es decir, existe f(x,—0). De manera analoga se de-
n=rm
muestra la existencia de f(x,+0).

Es evidenie que una funcién mondtona no es necesariamente
continua. No obstante, es valida la proposicién siguiente.

3. El conjunto de los puntos de discontinuidad de una funcion
mondtona es a lo sumo numerable.

Efectivamente, la suma de los saltos de una funcién f moné-
fona en [a, b] no pasa de [(b)—f(a). Consecuentemente, para

cada n el nimero de saltos de magnitud mayor que lﬂ es finito.

Sumando respecto a fodos los n=1, 2, ..., obtenemos que el
niimero total de saltos es finito o numerable.

Entre las funciones mondtonas las mas sencillas son las asi
llamadas funciones de salfos. Son funciones que se obtienen del
siguiente modo. Supongamos que en un segmento [a, 5] se ha
escogido una cantidad finita o numerable de puntos

i Xy o B e
y supongamos que a cada uno de estos puntos se ha asignado un

nimero positivo k, de manera que ¥k, < co. Definamos en [a, b]

una funcién f tomando

f= 3 b 3)

Esta funcidn es, obviamente, mondtona no decreciente. Ademas,
es continua a la izquierda en cada punto, el conjunto de sus
puntos de discontinuidad coincide con el conjunto {x,} y el salto
en el punto x, es igual a h, En efecto,

Fx—0)=lim f(x—e)=lm X &,
g0 e+0 xp<x-E
£>0 e>0

y, como cada x, que verifica la condicién x, < x también verifica
la condicién x, < x—e para e suficientemente pequefio, el dltimo
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limite es igual a X h,=f(x). Luego?®,
End X
fle—0)=](x).

Si el punto x ceincide con uno de los puntos x,, digamos X=X,
se tiene

fltn+0)=lim f(x, +e)=lim X k= X &,
20 g0 x,.{xnn-ts xn{x,.o
es decir, f(x, +0)—/f(x,,—0)=h,.

En lo sucesivo entendremos por funcién de saltos cualquier
funcién que puede ser obtenida mediante la construccion descrita.
El tipo mas sencillo de funciones de saltos son las funcionés esca-
lonadas, cuyos puntos de discontinuidad pueden ser representados
mediante una sucesién mondtona

Xi R e K S

En el caso general, una funcién de saltos puede tener una estruc-
tura mas compleja; por ejemplo, si {x,} es el conjunto de todos
los puntos racionales del segmento [a, 6] y h,,—_—c,:};;, la formula (3)
determina una funcién de saltos discontinua en los puntos raciona-
les y continua en los irracionales.

Otra clase de funciones monétonas, en cierto sentido opuesta
a la de las funciones de saltos, es la formada por las funciones
mon6tonas continuas. Tiene lugar la afirmacién siguiente.

4. Toda funcién mondtona puede representarse como suma de
una funcidn mondtona continua y de una funcién de saitos.

En efecto, sea f una funcién no decreciente cualquiera, sean

Xy, X, ... Sus puntos de discontinuidad y sean h,, &, ... sus saltos
en estos puntos. Tomemos
Hx)= E [
Ay <X

La diferencia
¢=f—H

es una funcién no decreciente continua. Consideremos, para
demostrar esto, la diferencia

@ (") = (&)= [[ (") = («)]) —[H (") = H (x')].
1" Si hubiésemos definido f mediante la férmula

=3 h.

Xnax

obtendriainos una funcién continua a fa derecha.
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La expresion que figura en el miembro derecho es la diferencia
entre el incremento total de la funcion f en el segmento [x', x"]
y la suma de sus saltos en este segmento, es decir, coincide con
la medida del conjunto de valores que foma esta funcién en sus
puntos de continuidad pertenecientes a [x’, x"]. Evidentemente,
esta magnitud es no negativa y, por lo tanto, @ es una funcién no
decreciente. Ademés, para un punto x* arbitrario tenemos
@(x*—0)= lim f{x}— lim H@x)=f(x—0)— 3 &,
X x*=0 Xp <kt

X Xx*=0

P +0)=[(*+0)—H (* +0) = (¢ +0)— 3] h,,
de donde ’
@ (2 +0)— @ (x*—0) = f (x* + 0)—F (x* —0)—h* =0

{agui A" es el salto de la funcion H en el punio x*).
En consecuencia, ¢ es efectivamente continua.

2°.Diferenciabilidad de una funcién mondtona. Después de
haber expuesto . estas propiedades elementales de las funciones
monoétonas, pasemos a estudiar el problema sobre la existencia
de la derivada de una funcién monétona.

TEoReEMA | (Lebesgue). Una funcién mondtona f definida en un
segmento {a, b] tiene derivada finita en casi todos los puntos de
esie segmento.

Introduciremos, ante todo, algunos conceptos que emplearemos
en la demostracién de este teorema.
Como es conocido, la derivada de una funcion f en un punto x,
es el limite del cociente
Ii(x)_f Exn) (4)

CX—Xp

para x-—x, Este limite puede, por supuesto, no existir, pero
siempre tienen sentido las cuatro magnitudes siguientes (que pue-
den tomar también valores infinitos):

A4 que‘es el limite superior del cociente (4) cuando x tiende
a x, por la derecha (es decir, de manera que x—x,>0). Esta
magnitud se llama namero derivado superior derecho.

Mg (nimero derivado inferior derecho) que es el limite inferior
del cociente (4) cuando x — x, por la derecha.

A, (nimero derivado superior izquierdo) que es el limite supe-
rior del cociente (4) cuando x— x, por la izquierda.

A, (nimero derivado inferior izquierdo} que es el limite infe-
rior del cociente (4) cuando x — x, por la izquierda.
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La fig. 20 aclara el contenido geométrico de estas magnitu-~
des. Estd claro que siempre

<Ay ¥y <AL

Si Ay y », son finitos y coinciden, su valor comin es la
derivada de la funcién f(x) en el punto x, a la derecha. Analo-

FiG. 20

gamente, si A;=M;, su valor comun es la derivada a la izquierda.
La existericia de la derivada finita de f en el punto x, equivale
a que en este punto son finites y coinciden todos los niimeros
derivados de la funcién f. Por lo tanto, el tecrema de Lebesgue
puede ser enunciado del siguiente modo: para una funcién moné-
tona en [a, b] las relaciones

— o0 < ?L'r—: ?\.dZAF-_-A_d < o0
se cumplen en casi todos los punios de [a, b].

{7

]

| s

v |

T 7

1S,

; ! i \\_ //7\

] 1 H - | b
asg; b; /73 b,f V

FIG. 21

La demostracién del teorema de Lebesgue se basa en el lema
que damos mas abajo y que serd empleado también en lo suce-

sivo.
Introduzcamos 1a siguiente definicién. Sea g(x) una funcién
continua definida en un segmento a <Cx<Cb. Un punto x, de este
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segmento se llamard punto invisible por la derecha para la fun-

cién g cuando exista un punto &, x, <E=<b, tal que g(x,) < g(§)

(véase la fig. 21).

Lema (Riesz). Cualquiera que sea la funcion continua g el conjunto
de puntos invisibles por la derecha es abierto en el segmento {a, b)
y, por consiguiente, puede ser represenfado como la unién de un
nidmero finifo o numerable de intervalos (ay, by,) disjuntos dos
a dos. En los punfos extremos de estos infervalos se cumplen
las desigualdades

glay) < g(by). 5)

DEMOSTRACION DEL LEMA. Si x, es un punto invisible por la derecha
para g, la misma propiedad la tendra, debido a la continuidad
de g, cualquier punto suficientemente proximo a x,. Luego, el
conjunio de estos puntos es abierto. Sea (g, by) uno de los inter-
valos que lo componen. Supongamos que

glag) > g(by); (6)

entonces, existe en el intervalo (a,, ;) un punto interior x, en el
cual g(x,) > g(b,). Sea x* el punto més a la derecha de aquellos
puntos x de (ay by) en los que g(x)=g(x,) (véase la fig. 21).

Como x* € (@, by), existe un punto &> x* tal que g(&) > g(x*).
E{ punto £ no puede pertenecer al intervalo (a,, b,), ya que x*es
el punto rds a la derecha de este intervalo en el que g(x)= g (%),
mientras que g(by) < g(%,). Por otro lado, la desigualdad E > b,
también es imposible, puesto que tendriamos g (by) < g (%) < g (E)
no siendo b, un punto invisible por la derecha. La contradiccion
obtenida prueba que la desigualdad (6) no fiene lugar, es decir,
que g(a,) << g(by) v esto demuestra el lema. El lector podra pro-
bar facilmente que, de hecho, g(a,)=g(b,) slempre que a,==a.

Observacién. Un punto x, se llama invisible por la izquierda
para una funcién g(x) cuando existe un & <x, tal que g(§) >
> g(%,). Los mismos razonamientos permiten establecer que el
conjunto de estos puntoses la suma de un nimero finito o numerable
de intervalos (g, b,) disjuntos dos a dos para cada uno de los
cuales se cumple la desigualdad

g(a,) =g (be).
Pasemos shora directamente a la demostracién del teorema

de Lebesgue. Demostrémoslo primero suponiendo que f es una
funcién mondtona continua no decreciente.
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Para demostrar el teorema basta probar que en casi todos los
puntos
1) Ay<oo y 2) h>A,
En efecto, si fomamos f*(x)=—/F(—x), * serd fambién una
funcién monétona continua no decreciente. Si A} y 4! son los
niimeros derivados superior derecho e inferior izquierdo para f,
es facil probar que
Ai=A, N=2,
Por esto, aplicando a f*(x) la desigualdad (2), tendremos
ez A 7
Uniendo en una cadena las desigualdades obtenidas y valiéndo-
nos de la definicién de los niimeros derivados, tendremos
AdSh A< <A,
y esto significa que
ll‘mld‘—_A‘-:Ad.
Probemos primero que A < oo en casi todos los puntos. Si

Ay=o0 en un punto x,, cualguiera que sea C =const existicd a
la derecha del punto x, un punto § tal que

FIE)—1 (xq)
E—xy >C,
es decir,

FE)—[(xs) > C(E—x,)

fE)—CE > [ (x,)—Cx,.
En ofras palabras, el punto x, es un punto invisible por la
derecha para la funcién
g(x)=Ff(x)—Cx.

En vista del lema de Riesz, el conjunto formado por estos pun-
tos es abierto y en los extremos de los inlervalos (g, b,) que to
componen se cumplen las designaldades

f(ay)—Cay, < (B,) —Cby,
es decir,
f b —[{a) = C (by—uay).
Dividiendo por C y sumando las desigualdades obtenidas en todos
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los intervalos (ay, b,), encontramos
- ol by —
g (b,—a,) < zk‘f'lbx) - flag) Q’F( )c j(a) :

Aqui C se puede escoger tan grande como se quiera. De ma-
nera que el conjunio de aquellos puntos en los que A, = co puede
ser cubierto por intervalos tales que la suma de sus longitudes
sea tan pequefia como se quiera. Consecuentemente, la medida de
este conjunto es igual a 0.

El mismo procedimiento, ligado al lema de Riesz, permite
demostrar que en casi todos los puntos A; = Ay, sélo que este proce-
dimiento debe ser empleado ahora dos veces. Consideremos un
par de nimeros ¢ y C tales que 0 <ec<C < oo y tomemos

p= % Sea E, el conjunto de aquellos x para los cuales A, >C

y h; < c. Si logramos demostrar que pE,=90, ello implicard que
A > A, en casi todos los puntos ya que el conjunto de puntos,
donde A; < A,, puede ser representado, evidentemente, como la
unjén de una cantidad a lo sumo numerable de conjuntos de
tipo E,.

Can:.’ierle destacar el lema siguiente.

LEMA. Para cualguier intervalo (o, P)=[a, b] tenemos
pixix€ E 0 (o Bl <p (Bp—a).

pimosTRACION. Consideremos primere el conjunto formado por
aquellos x € (x, p) para los cuales A; <c. Cualquiera que sea el
punto x, existe un g < x tal que L€ :L{x) < e, es decir, f(E)—
— ¢k > [ (x)—cx. Por lo tanto, x es invisible por la izquierda para
la funcién f(x)—cx vy, en vista del lema de Riesz (véase la ob-
servacion en la pag. 370), el conjunto de estos x puede ser re-
presentado como la unién, a lo sumo numerable, de intervalos

(@, Brr= (e, B) tales que f(op)—cay 2= f(Br) —By, es decir,
F(Be)—F () << ¢ (Br—0n): (8)

Consideremos en cada uno de los intervalos (e, () el conjunto G,
formado por aquellos x en los que A, >>C. Aplicando una vez
mas el lema de Riesz (ahora para los puntos invisibles por la
derecha, lo mismo que al demostrar la desigualdad A, << oo),
veremos que G, se puede representar como la unién, a lo sumo
numerable, de intervalos disjuntos dos a dos (o, Pe) y que

Biy— oty << o [F (B —F (4] ©)
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Esta claro que el sistema de intervalos (o Pu,) cubre el
conjunto E,n(«, B) y que, ademds, tenemos, de acuerdo con (8)
y con (9),

§ (Bey—0a) < 4 g [F (Ba)—F ()] <
<+ Zk‘. i B —f <& g(ﬁk—a,,) <p(p—o;

esto demuestra el lema.

Ahora es fcil probar que efectivamente pE,=0.

Para ello es suficiente emplear solo aquella propiedad del
conjunto K, que ha sido demostrada en el fltimo lema. Sea
wE, ={. Cualquiera que sea & >0, existe un conjunto abierto G,
igual a la unidén numerable de intervalos (a,, 6,), tal que £, <G
Y Slbp—a,) < t+e. Tomemos t,=p[E,N(a, b,)] Es obvio

que { =, Por el lema, {,<p(b,—a,). Luego, t<CpY X

Y {bp—a,) < p(t-+¢)ycomo e >0 es arbitrario, tenemos f < pf.
Pero, 0 < p < 1; por lo tanto £=0.

De manera que hemos demostrado el teorema | para el caso
en que [ es una funcion continua. Los mismos razonamientos
sirven para el caso de una funcion monotona discontinua, si se
recurre a la siguiente generalizacién del lema de Riesz al caso
de funciones con discontinuidades de primera especie solamente.

Sea g una funcién en un segmento {a, b] que iiene solamente
discontinuidades de primera especie. Diremos que un punto
X, € [a, b] es invisible por la derecha para g(x) cuando exista un
£ >, tal que

max [g (x,—0), g{x,), glx,+0)] <g(&)

Entonces, lo mismo que en el caso en que g cs coniinua, el
conjunto de punfos invisibles por la derecha para g es abierto y
en los exiremos de los intervalos (ay, #,) que lo componen se
cumplen las desigualdades

g(a,) < g (by)-

Aunque la demostracién del teorema | es extensa, liene una
interpretacién simple y obvia. Expliquemos, por ejemplo, por qué
Ay (v A;) deben ser finitos en casi todos los puntos. El cociente
-;;—;:— es el «coeficiente de dilatacién» del segmento [a, ] en el
punto dado x bajo la aplicacion f. Como esta aplicacién trans-
forma el segmento finito [a, b) en un segmento finito {f (a), f (1],
la «dilatacién» no puede ser infinita en un conjunio de medida
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positiva. Tampoco resulta dificil interpretar el Gltimo razona-
miento que se basa en el lema demostrado en la pag. 372. Sig-
nifica simplemente que si un subconjunto medible A cn cualquier
intervalo (o, P) es parte de este intervalo de medida no superior
a p(f—a), donde p < 1 estd fijado, entonces A no puede ser de
medida positiva.

3°. Derivada de la integral respecto al exfremo superior.
Como ia iniegral

o

de cualquier funcién sumable puede ser representada como dife-
rencia de dos funciones mondtonas, del teorema 1 se obtiene
inmediatamente el resultado siguiente.

TEOREMA 2. Cualquiera que sea la funcion sumable ¢, la derivada
x
d »
d—xj el dt (10)
a
exisfe para casi fodos los puntos x.

Es preciso subrayar que, aunque hemos demostrado la existen-
cia de [a derivada (10) en casi todos los puntos, el problema
sobre la jgualdad

x
dii
H)9Od =g

a

no se ha discutido atin. Resulta (véase el § 3) que esta igualdad
es valida en casi todos los puntos cualquiera que sea la funcidn
sumable ¢.

§ 2. FUNCJONES DE VARIACION ACOTADA

El problema sobre la derivada de la integral de Lebesgue
respecto al extremo superior nos ha llevado a considerar la clase
de funciones que pueden ser representadas como diferencia de
funciones mondtonas. En este pardgrafo daremos una descripeidn
distinta de estas funciones, que no se basa en el concepto de
monotonia, y estudiaremos sus propiedades principales. Comence-
mos por las definiciones necesarias.

pEFINICION . Una funcién f definida en un segmento se llama
funcién de variacién acotada cuando existe una constante C tal
que, cualquiera que sea la particién del segmento [a, 4] por
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puntos
A2y, L Xy Lona L X =b,

se cumple la desigualdad

Sirem—fm-l<c. M

Toda funcién mondtona es de variacion acotada, ya que para
ella la suma que figura en el miembro izquierdo de (1) mo de-
pende de la particion y es siempre igual a |f{b)—Ff(a)|.
DEFINICION 2. Sea [ una funcién de variacién acotada. La cota
superior minima de las sumas (1) correspondientes a todas las
particiones finitas del segmento [a, b] se denomina variacién to-
fal de la funcién f en el segmento [a, b] y se designa mediante
VE[f]. De manera que

VAl =sup S 17 o —F (- |

Observacion. Una funcién f definida en toda la recta se llama
funcién de variacién acotada cuando las magnitudes

Valifl
estdn acotadas en su conjunto. En este caso,
Jim V3(f)
se llama variacion total de la funcién [ en la recta —oo < x < o0
y se designa con V=, [f].
Veamos las propiedades fundamentales de la variacion total

de una funcién.
1. Si o es un ndmero consfanie, se tliene

Valaf)=la|Vaif).

Esto se desprende inmediatamente de la definicion de VE[f].
2. Si [ y g son funciones de variacién acotada, fambién f-+g
es de varigecion acotada y

Vill+el<Vilfl+Valel. 2)

En efecto, cualquiera que sea la particién del segmento [a, b],
tenemos

1750 +8 50— ) —8 (- <
“‘-":-Ekff{xk)'_'-f{xk-l]|+%‘(Ig(xk}'_’"g(xk-l}i
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y, COMO siempre
sup (A 4-B)<sup A-tsup B,

obienemos de aqui la desigualdad necesaria.

Las propiedades | y 2 significan que una combinacién lineal
de funciones de variacion acotada (definidas en un segmento dado
{a, b]) es de nuevo una funcién de variacién acotada. En otras
palabras, las funciones de variacion acotada constituyen un espa-
cio lineal (a diferencia del conjunto de funciones mondtonas que
no forma un espacio lineal).

3. Sia<b<ec, se tiene

ValF}+ V] =Veli] (3)

En efecto, consideremos primero una particion del segmenio
[a, ¢] tal que b es uno de los puntos de la particion, digamos
x,=Db. En este caso,

éllf(xkl-—f (xp—l)i=é“|,f(xk}—f{xk_l)]+
+ 3 e —F o) [ <VBIA+VEDL )

k=r+1

Consideremos ahora una particién arbitraria del segmento [a, c}.
Esta claro que, si agregamos a los puntos de particion uno mas,
a saber, el punto b, la suma

DTN IO

en todo caso no disminuird. Consecuentemente, la desigualdad (4)
se cumple para cualquier particion del segmento [a, c], es decir,

Velf <Vali+Vi[fl-

Por ofro iado, cualquiera que sea & > 0, existen unas particiones
de los segmentos [a, b] y [b, ¢] tales que

Z{ ) —F (-] > Vel —5

§T‘|f(x;)—r(x:_m>vsm—%-

Uniendo estas dos particiones, encontraremos una particion del
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segmento [a, ¢] tal que
ZIF e —F (am) | = B —F (55 +
+§if(x?)—f(x}-:)| > Va1 +V§[f)—e.

Como e >0 es arbitrario, de aqui se desprende que
Valfl = VeI +Vilf]. (5)

De (4) y (5) se deduce (3). ) .
Como la variacién de cualquier funcién en un segmento cual-
quiera es no negativa, obfenemos inmediatamente de la propie-
dad 3 que:
4. La funcion

v(x)=Vil[f)

es mondtona no decreciente.

5. Si [ es confinua a la fzquierda en el punio x*, también v
¢s continua a la {zquierda en este punfo.

En efecto, sea dado e > 0. Escojamos 6 >0 de manera que

|} (x*)—f (x)] < 5 siempre que | x*—x| < 8. Escojamos, ademis,
una particion

A==y, Xyl o &y e i®
tal que

VE (=3 1F G —F )| < 5 )

Podemos suponer que
1x¥_xn-1i<6
(de lo contrario, podriamos agregar ofro punto de particion ya
que con esto la diferencia que figura en el miembro izquierdo
de (6) sélo podria disminuir); entonces,
1F ) —F (a0 | < 5
¥, por consiguiente,

Vit (= e —f | <.

Pero, entonces, con mayor razén
Vit [f1—Vin-t [f] <e, es decir, v(x*)—v(x,_,) <e.
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Como v es una funcién monotona no decreciente, de aqui se de-
duce que v(x*)—v(x) <e para todo x tal que x,_  <x<x™
Esto significa precisamente que la funcién v es continua a la
izquierda en el punto x*.

Razonamientos analogos demuestran que si / es continua a la
derecha en el punto x*, también v es continua a la derecha en
este punto. Por consiguiente, si f es continua en un punto (o en
todo el segmento [a, b]), también v lo es.

Sea f una funcién arbitraria de variacién acotada en [a, ]
y sea v su variacion total en [a, x]. Consideremos la diferencia

p=uv—f.

Esta diferencia es una funcién monétona no decreciente. En
efecto, sea x' << x". Entonces,

@ () —@ (x)=[v{x")—e ()] —[F () —F (x)]- (73
Pero, siempre
[ —f () <v(x)—v (),

de manera que el miembro derecho y, corsecuentemente, también
el miembro izquierdo de la igualdad (7) son no negativos.
Como

f=o—9
hemos obtenido de esta forma el resultado siguiente.

teorema 1. Toda funcidn de variacion acotada puede ser represen-
tada como la diferencia de dos funciones mondfonas no decre-
clentes.

Es decir, el conjunto de funciones que pueden ser representa-
das como diferencia de funciones monétonas y que ha sido con-
siderado en el pardgraio anterior, es precisamente el conjunto de
funciones de variacién acotada.

Del teorema ! y del teorema de Lebesgue sobre la existencia
de la derivada de una funcién monétona, demostrado.en el pa-
ragrafo anterior, se desprende inmediatamente que toda funcion
de wvariacién acotada posee derivada finita en casi fodos los
puntos.

EJERCICIOS. |, Si f tiene derivada acotada en [a, b] (es decir, [’ (x) existe
en tode punto y | (x)| < C), la funcién f es de variacién acotada y

Vilfl=C (t—a).
2. Sea f(x}=xsen % Demuéstrese que f no es una funcién de variacion

acotada.
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Las constantes, y sélo ellas, son las funciones cuya variacién lotal es
igual a 0. Tomemos

| Fll=VE A

La magnitud V4[f] posee las propiedades 2) y 3) de la norma (véase la
pag. 149), pero no verifica la propiedad ). Si consideramos solamente las
funciones sujetas a la condicin adicional f{a)=0, ellas también formaran

un espacio lineal en el que la magnilud VE[f] tendrd va todas las propieda-
des de la norma. El espacio Vi, ,; de funciones de variacién acotada en

[a, 8] que verifican I2 condicién f(a)=0, con las habiiuales operaciones de
adicién y muliiplicacién por nfimeros y con la norma

Hill=vEn

se |lama espacio de funciones de variacidn acotada,

§ 3. DERIVADA DE LA INTEGRAL INDEFINIDA DE LEBESGUE
En el § 1 hemos demostrado que la integral de Lebesgue

{Fa

&

tiene, como funcién de x, derivada finita en casi todos los pun-
tos. Sin embargo, no hemos revelado afin cémo esta relacionada
esta derivada con el integrando. Ahora demostraremos el resuliado
que hemos mencionado al final del § 1.

TeorEMA 1. Cualquiera que sea la funcidn sumable [, en casi fodos
los puntos se cumple la igualdad

2§ Feyae=f .

DEMOSTRACION. Tomemos
X

O @)= f(t)dr
Probemos primero que en casi todos los punios
f (%) =@ (x).
Si f(x} < @' (x), existirdn numeros racionales & y fi tales que
flo) <a<p <D (x) o

Sea E.; el conjunio formado por 16s puntos en los que se verifica
la desigualdad (1). Demostremos que la medida de cada uno de
estos conjuntos E,; es igual a cero. Como el nimero de estos
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conjuntos es numerable, de aqui se desprenderd que
pA{x:flx) <@ ()} =0.
Sea & > 0 arbitrario y sea 6§ >0 tal que

Viat]<e

siempre que p(e) <28 (un tal 8 existe cualquiera que sea & de-
bido a la continuidad absoluta de la integral). Escojamos ahora
un conjunto abierto Gzfa, b] de manera que
GoE, y p(G) <p(E)+0o.
Si xEE%, tenemos
O E}—>D
=28 > p @

para todos los & > x suficientemente préximos a x. Escribiendo
la desigualdad (2) en la forma

@ (5) —pE > @ (¥)—px,

obtenemos que el punto x es un punto invisible por la derecha

para la funcién @ (x)—fx en cualquiera de los intervalos que

componen el conjunto G. Valiéndonos del lema de Riesz, pode-

mos por eso indicar un conjunto S =U (@, by) tal que EapcS¢G y
k

@ (by)— Pby = © (ap)—Pay,

D (b} — D@ (ag) 2= P (be—a)

es decir,

§ £(t)dt =p (b,—ay).

Sumando estas desigualdades correspondientes a todos los inter-
valos (a;, by) que componen S, obtenemos

§ f(ydt = pp(S). (3)
Al mismo tiempo,

$iyat= § fode+ § foyd<

5 E .S\E‘elp

af
<ap(E,)t+e<ap(S)+e+ |ee] 6. (4)
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Comparando (3) y (4), encontramos

. ap (8)+e+|afb=pu(S),
es decir,

pO< R,

De modo que el conjunto E,, se puede sumergir en un con-
junto abierto de medida tan pequefia como se quiera (podemos
admitir que |@|8 <e) y estosignifica precisamente que p (E.) =0.
Hemos demostrado, pues, que

(=0 (v)
en casi todos los puntos. Sustituyendo f(x) por— f(x), encontra-
remos de la misma forma que en casi todos los puntos
[ ) Z2—D" (x),
es decir,
<O ()

y, consecuentemente, en casi todos los puntos

f@)dt.

F=0' (9 =4

B l—n

El teorema queda demostrado.

§ 4. RECONSTRUCCION DE UNA FUNCION A PARTIR DE SU
DERIVADA. FUNCIONES ABSOLUTAMENTE CONTINUAS

Hemos resuelto, pues, el primero de Jos problemas plantea-
dos en la introduccion a este capitulo demostrando que para
una funcién f sumable en [a, 8]

= rwa=fe

en casi todos Jos puntos. Consideremos ahora el segundo de los
problemas antes planieados, es decir, estudiemos como se gene-
raliza al caso de la integral de Lebesgue la férmula de Newton —
Leibniz

F)=F(@+ [ F ()t m
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que es bien conaocida, en el caso de funciones de derivada conti-
nua, del Analisis elemental.

Es natural limitarse desde el principio a considerar aquellas
funciones F que son de antemano diferenciables en casi lodos los
puntos (de lo contrario, la igualdad (1) no tiene simplemente
sentido). Como sabemos ya, son de este tipo las funciones de
variacién acotada.

Por otro lado, la integral que figura en el miembro derecho
de (1) es una funcién de variacién acotada. Luego, la igualdad (1)
no puede ser valida para una clase mas amplia de funciones.
Puesto que toda funcién de variacion acotada es diferencia de
dos mondtonas no decrecientes, son precisamente las funciones
mondtonas las que deben ser consideradas en primer término.

Sin embargo, para funciones mondétonas arbitrarias la igual-
dad (1) no tiene lugar, en general. Pero, es valida la afirmacién
siguiente.

TEOREMA 1. La derivada [ de una funcion mondlona no decre-
ciente | es sumable y
b
§Fde<f )/ @
a
DEMOSTRACION. Por definicidn, la derivada de una funcién f en
un punto x es el limite del cociente?

oy () = LEED=1A) @)

para i —0. La sumabilidad de f implica que cada una de las
funciones ¢, sea también sumable y, por lo tanto, la igualdad (2)
puede ser integrada. Esto nos da

b b 5
S% (x)dx=-;;jf (x-+h) dxwﬁ f(x)dx=
btk ath

-—1 5 f () dv—+- 5 f (x)dx.

La expresién que figura en el miembro derecho tiende para A — 40
hacia f(b)—f(a+0). Luego, aplicando el teorema de Fatou,

1Para que la expresidn fo-luh) tenga sentido cualquiera que sea
%€ [a. b], podemos aceptar que f{x)=F(b) para x > b y f(x}=F(a) para x < a.
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encontramos

b b

§F wdr<lim § g, (1) dx=F ) —F @+ 0) <FO—F (@)

a *Va
(el teorema de Fatou garantiza asimismo la existencia de la
integral de [’). Hemos demostrado el teorema.

Es facil dar ejemplos de funciones mondtonas para las cuales

tiene lugar la desigualdad estricta

b
§1dx <fO)—Fa).
a

Es suficiente, por ejemplo, tomar

0 para ng{%,
fx)= 1
I para-z—éxg__[.

Es de mayor interés, sin embargo, el hecho de que existen fur-
ciones monétonas continuas para las cuales se cumple la desi-
£

gualdad estricta Sf’ (£ydi < f(x)—F{a) para todos los x > a. He

aqui uno de los ejemplos més sencillos. Consideremos en el seg-
mento [0, 1] el conjunto perfecto de Cantor y definamos primero f
en los intervalos contiguos tomando

f()=-5, k=1,3,5, ..., 20—1

para el k-ésimo intervalo contiguo, contando de izquierda a la
derecha, de n-ésimo rango (incluyendo sus extremos). Es decir,

1 1 2 1 2
f)=5para 7 <tI<5, [(f)=gpara g <I< 7,

3 7 8
F() =5 para 4 <U<yps

ete. (fig. 22). De esia forma | esta definida en todo el segmen-
to [0, ]g. excepto los puntos de segunda especie del conjunto de
Cantor {es decir, los puntos que no pertenecen ni a los interva-
los contiguos ni al conjunto de sus extremos). Completemos la
definicién de f en los puntos restantes del siguiente modo. Sea 7*
uno de estos puntos y sea {£,} una sucesién creciente, convergente
hacia este punto, de puntos de primera especie (esto es, de ex-
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tremos de los intervalos contiguos). Entonces, existe el limite
lim f(i,); (3)

analogamente existe también el limite
lin f(t,) 4

v

donde {{,} es una sucesién decreciente de puntos de primera
especie que converge hacia ¢*; ademas, los limites 3) v (4)

F1G, 22

coinciden. Tomando este valor comiin igual a f(¢*), obtendremos
una funcién monétona definida y continua en todo el segmento
[0, 1]. La derivada de esta funcion, llamada «escalera de Cantor»,
es igual, evidentemente, a cero en cada punto de cualquier inter-
valo contiguo, esto es, en casi todos los puntos. Consecuente-
mente, lenemos para esta funcién

i
0= Sof(r)dt <F)—fO=1.

Para poder describir la clase de funciones para las cuales
tiene lugar la igualdad

&
(f (xdx=(6)—f ()

introduciremos la definicién siguiente.

peFnicion 1. Una funcién f definida en un segmento [a, 6] se
llama absofutamente continug en este segmento cuando para cual-
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quier e > 0 existe un 6 > 0 tal que, cualquiera que sea el sistema
finito de intervalos disjuntos dos a dos

(alﬂl bk)v k=l| 2,.-., n

pertenecientes a [a, b] y tal que

g‘. (by—ay) < 6,
= |

se cumple la desigualdad

?:‘. If (be) — f (az) | < e.

Esta claro que toda funcién absolutamente continua es uniforme-
mente centinua. Lo reciproco, en general, no tiene lugar: por
ejemplo, la cescalera de Cantor» descrita maés arriba es continua
(y, por consiguiente, uniformemente continua) en el segmento
[0, 1] y, sin embargo, no es absolutamente continua. En efecto,
el conjunto de Cantor puede ser cubierto por un sistema finito
de intervalos (a,, &) cuya suma de longitudes es tan pequefia
como se quiera. Al mismo tiempo, para cada uno de estos siste-
mas de intervalos se cumple, evidentemente, la igualdad

g.lmbowf (@) =1.

Indiqguemos las propiedades fundamentales de tas funciones
absolutamente continuas.

1. Observemos ante tedo que en la definicion se puede tomar,
en lugar de cualquier sistema finito de intervalos de longitud
total <6, cualquier sistema finito o numerable de intervalos de
longitud total < 8. En efecto, supongamos que para un >0
dado hemos escogido 6 >0 de manera que

,,E.' fb)—F (@) < e

para cualquier sistema finifo de intervalos (g, &,) que verifica
la condicién

D (—a) <6
k=1

y sea (&, By) un sistema numerable de intervalos de longitud

13 w2150
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total no mayor que 8. Entonces, para cualquier n tenemos

:;11 F(Ba—T (o) | < &3

pasando aqui al limite para n — co, obtenemos que

;lf@g}—"f (o) | <e.

2, Toda funcién absolutamente continua es de variacion acoiada,

En efecto, la continuidad absoluta de una funcién f en un
segmento [a, b] significa que para cualquier € > 0 se puede esco-
ger 6> 0 de manera que la variacién fotal de Ja funcion fen
un segmento de longitud < & no serd mayor que e. Puesto que
el segmento [a, b] puede ser dividido en un némero finito de
segmentos de longitud < 8, la variacién total de la funcién f en
[a, b] también serd finita.

3. La suma, la diferencia gy el producio por un ndmero de fun-
ciones absolufamente continuas son funciones absolutamente conti-
nuas.

Esto se desprende inmediatamente de la definicién de conti-
nuidad absoluta y de las propiedades del valor absoluto de suma,
diferencia y producto.

Las propiedades 2 y 3 muestran que las funciones absoluta-
mente continuas constituyen una variedad lineal en el espacio de
todas las funciones de variacion acotada.

4. Toda [uncién absolutamente confinua puede ser representada
como diferencia de dos funciones absolutamente continuas no decre-
cieples,

En efecto, una funcién absolutamente continua, como toda
funcién de variacién acotada, puede ser representada en la forma

f=U—g.

v()=Vi[f] y g()=v(x)—f(x)

son funciones no decrecientes. Probemos que cada una de estas
funciones es absolutamente continua. Demostremos esto para v.
Sea dado un e > 0; escojamos ¢ > 0 a partir de este & de acuerdo
con la continuidad absoluta de la funcién f. Tomemos un sistema
de intervalos (a,, b;) de longitud tofal menor que & y conside-
remos la suma

donde

pYETARTEN! )
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Esta suma es la cola superior minima de los nimeros

2 3 it~ el ©
correspondientes a todas las particiones finitas posibles
4 <xa<%He< ... <Xm=b,
@y < Xy <Xy g < oo < Ky =by,
Uy < Ky L Xge < e <X, =0,

de los intervalos (a,, 6,), ..., (@, b,). Como la suma de longitu-
des de {odos los intervalos (x , X 4,.,) correspondientes a la
suma (6), no pasa de § >0, cada tna de las sumas (6) esno
mayor que e, Consecuentemente, la suma (5), que es la cota su-
perior minima de estas sumas, tampoco pasa de e.

Los dos teoremas que vienen a continuacion muestran la re-
lacién estrecha que existe enfre los concepios de la continuidad
absoluta y de la integral indefinida de Lebesgue.

TEOREMA 2. La funcion
x

Fu=S{rwa,

a
que represenia la infegral indefinida de una funcion sumable,
es absolutamente continua.
DEMOSTRACION. Si {(2 0¢)} es un sistema de intervalos disjuntos
dos a dos, tenemos

L

Siroa—ra=%

=1

by
Srtﬂdtlg
k o

<Z{lrwld=§ |fends

i U tae, B
&

debido a la continuidad absoluta de la integral de Lebesgue, la
ultima expresién tiende a 0 cuando la longitud total de los in-
tervalos (a,, &;) tiende a cero.

TeoreEmA 3 (Lebesgue). La derivada f=F' de una funcién absolu-
tamente continua, definida en un segmenfo [a, b], es sumable
en este segmenfo y para fodo x(a<Cx<Cb)

(ftydt =F (x)—F (a).

a
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Los teoremas 2 y 3 indican que las funciones absolutamente
continuas, y s6lo ellas, pueden ser reconstruidas (salvo un sumando
constante) a partir de su derivada mediante la operacién de in-
legracion.

Para demostrar el teorema 3 nos hard falta el lema siguiente.

LEMA. Si la derivada de una funcién absolutamente continua mond-
tona no decreciente f es igual a 0 en casi fodos los puntos, esta
funcidn es una constante.

pEMOSTRACION DEL LEMA. Como fes una funcion mondtona continua,
su campo de valores es el segmento [f(a), f(b)]. Probemos que
la longitud de este segmento es igual a cero cuando [’ (x)=0 en
casi todos los puntos. Con esto quedard demostrado el lema. Di-
vidamos el conjunto de puntos del segmento [a, 6] en dos clases:
el conjunto E de aquellos Eunlos en los que f'(x)=0 y el con-
junto Z, complemento de £. Por hipétesis, u(Z)=0. Tomando
un &> 0, busquemos aquel 6>>0 que corresponde a este e en
virtud de la continuidad absoluta de la funcién f e incluyamos Z
en un conjunto abierto, cuya medida es inferior a & (esto es po-
sible ya que p(Z)=0). En ofras palabras, cubramos Z por un
sistema finito o numerable de intervalos (a, b,) de longitud total
menor que 8. De acuerdo con la seleccidn de ’:5 tenemos

2l —tall <e.

Luego, todo el sistema de intervalos. (a, b (v, con mayor razon,
el conjunto Z perteneciente a la unién de ellos) es transformado
por la funcién en un conjunto de medida inferior a e. Es decir,
(f(Z)=0. )

Consideremos ahora el conjunto E=[a, 6]\Z. Sea X, €E.
Entonces, como ' (x,)=0, para todos los x suficientemente pro-
ximos a x, se cumple la desigualdad

[ =g o

X—2Xp

es decir, para concretar aceptamos que x > X,
flo)—F(xy) <elx—x,)
o bien . )
ex,—f (x,) < ex—f(x);
luego, x, es un punto invisible por la derecha para la funcion

g(x)=ex—Ff(x). Entonces, de acuerdo con el lema de Riesz, el
conjunto E estd contenido en un sistema finito o numerable de
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intervalos (e, B,), en cuyos extremos se cumplen las condiciones
eBy —F (By) = eog—F (),

F(BR)—F (o) <2 (Be—ozy),
de donde

$ (F (B —F () < ;’(ﬁk"'o‘:z] <e(b—a)

En oiras palabras, la funcién f transforma el conjunto E en un
conjunto que puede ser cubierfo por un sistema de intervalos de
longitud sumaria menor que e(b—a). Debido a la arbitrariedad
de e, de aqui se desprende que p{(f(E))=0. :

Luego, tanto f{E) como f(Z) son de medida nula. Pero, la
unién de estos dos conjuntes es el segmento {f(a), f(5)]. Con esto
queda demostrado que la longitud de este segmento es cero, es
decir, que f(x)=const.

Ahora es ficil ya demostrar el teorema 3. Basta, evidente-
mente, limitarse al caso en que la funciénlF (x) es no decreciente.
Entonces,

es decir,

O ()=F (x)— § f (1) ar )

serd también una funcién mondtona no decreciente. En efecto,
sl x" > x', tenemos, en virtud de (7),

£
O () =D () =F (x')—F ()= [ (1) dt > 0.

Ademis, @ es absolutamente continua (come diferencia de dos
funciones absolutamente continuas) y @’ (x)=0 en casi todos los
puntos (en vista del teorema 1). Por lo tanto, ® es una constante,
de acuerdo con el lema. Tomando en (7) x=a, encontramos que
esta constante es igual a F(a). El teorema queda demostrado.

Anteriormente, al considerar las funciones de variacién acotada,
hemos probado que toda funcién f de este tipo puede ser re-
presentada como suma de una funcién de saltos H y de una fun-
cién continua ¢ de variacidn acotada

f=H+qo.

Consideremos ahora una funcién continua @, pero no absoluta-
mente confinua, de variacién acotada y tomemos
X

w0 =§ ¢ () de.
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La diferencia
r=¢—1%

es una funcién continua de variacion acotada. Ademas,
&
d d ’
Erw=¢ W—z e a=0
a

(en casi todos los puntos).

Diremos que una funcién continua de variacién acotada es
singular cuando su derivada es nula en casi todos los puntos.
Podemos enunciar entonces el resuitado signiente:

toda funcidn de variacién acolada puede ser represenfada como
suma de ires componenies:

f=H-+%+% (8)

es decir, de una funcion de salios, de una Juncion absolutamente
continua y de una funcion singular.

Es facil probar que cada uno de los fres sumandos de la
descomposicion-(8) queda determinado univocamente, salvo una
constante, por la funcién f(x). Si normamos todas las funciones
que figuran en la igualdad (8), exigiendo, ]ior ejemplo, que cada
una de ellas sea nula en el punto x=ag, la descomposicién (8)
serd tinica. Derivando la igualdad (B), encontramos que en casi
todos los puntos

' () =19 (x)-
Luego, al integrar la derivada de una funcion de variacién aco-
tada, se reconstruye no esta funcién sino solamente su compo-
nente absolutamente continua. Las otras dos componentes (la
funcién de saltos y la singular) «desaparecen sin dejar huella.

Es aleccionador comparar los resultados de este parigrafo con
lo que da la teoria de funciones generalizadas. Al igual que en
el capitulo 1V, entenderemos por funcién generalizada una fun-
cional lineal continua sobre el espacio K de funciones terminales
indefinidamente diferenciables. A cada funcién localmente sumable f
se asigna una funcional que opera en los elementos €K de

acuerdo con la formula (f, g)= S F(x)g(x)dx. La derivada ge-
neralizada de esta funcional es la funcional que pone en corres-
pondencia al elemento ¢ €K el nimero (', @)= S f{x) @' (x)dx.

Como en la clase de funciones generalizadas la ecuacién y'=0
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tiene solamente soluciones corrientes (constantes), toda funcién
generalizada se reconstruye a partir de su derivada univocamente,
salvo una constante. En particular, toda funcién localmente su-
mable f puede ser reconstruida, salvo una constante, a partir
de su derivada generat‘.r;zada [' en casi todos los puntos. Supon-
gamos ahora que la funcién f tiene derivada en casi todos los
puntos, por ejemplo, supongamos que f es una funcién mondtona.

Sea l la derivada habitual de la funcidn f. (Hemos visto ya
que a‘; puede ser igual a 0 en casi todos los puntos; a pesar de

que f[x)fconst!) La juncién ! es localmente sumable (supo:

nemos que f es mondiona) vy, consecuentemenie, podemos asignar
a esta funcién una funcional (funcién generalizada) (f,, ¢)=

= %tp(x)dx. El hecho sustancial consiste en que la funcidn

gen_e?ah‘zada f. no coincide, en el caso general, con la funcion ge-
neralizada ['. Por ejemplo, si
[ 1 para x>0,
“x]_'l 0 para x<C0,

tenemos f, =0 y f'=0 (véase el ejemplo 2 de la pag. 222).

El teorema 3 significa precisamente que entre todas las fun-
ciones de variacién acotada la derivada, comprendida en el sen-
tido habitual, de las funciones absolutamente continuas (jy sélo
de ellas!) coincide con la derivada generalizada de estas funciones.

Aqui tropezamos una vez mas con la situacion de la cual
hemos hablado ya en el §4 del capitulo 1V: para poder efectuar
las operaciones principales del Analisis {en este caso se trata de
la reconstruccion de una funcién a partir de su derivada) resulta
necesario o bien, manteniéndose en los margenes de las defini-
ciones clasicas, limitarse a una clase suficientemente estrecha de
funciones (la de funciones absolutamente continuas) o bien, al
contrario, ampliar sustancialmente el concepto de funcién (gene-
ralizando al mismo tiempo la definicién de la derivada).

EJERCICIOS. 1, Demuéstrese que la definicién de continuidad absoluta,
enunciada anteriormenle, equiva‘ie a la siguiente: f es absolutamente conti-
nua en [a, # cuande transforma cada subconjunto de medida nula de este
segmento en un conjunto de medida nula también.

2, Calcflilese la derivada generalizada de la «escalera de Cantors.

3. Sean f una funcién de variacidn acotada, [’ su derivada generalizada
y fi la funcional (funcién generalizada) determinada por la derivada «habi-

tuals s de la funcién f. Demuéstrese que:
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a) si [ es absclutamente continua, entonces [’ =f;

b) si j'=F;, entonces f(x) es equivalente a una funcién absolutamente
continua, esto es, coincide con una funcién de este tipo enTeasi todos los
puntos. En particular, si ['=Ff, v [es conlinua, es f absolutamente continua.

§ 5. INTEGRAL DE LEBESGUE COMO FUNCION DECONJUNTO,
TEOREMA DE RADON — NIKODYM

1°, Cargas, Descomposicién de Hahn y descomposicion de
Jordan. Los conceptos y resultados, expuestos en los parigrafos
anteriores para funciones sobre la recta, son extensibles, en gran
medida, a las funciones definidas en un espacio arbitrario pro-
visto de medida.

Sea X un espacio provisto de medida p y sea f una funcién
en X sumable respecto a u. En este caso, f serd sumable en cada

subconjunto medible A del conjunto X vy, consecuentemente, la
integral

m(A)=§f(x)du (1)

(donde f es una funcién fijada) representa una funcién de con-
junto definida en la coleccién y, de todos los subconjuntos me-
dibles del conjunto X; ademads, esta funcién es o-aditiva, esto
es, cualquiera que sea la descomposicion

A=UA;‘
&

del conjunto medible A en una unién, finita o numerable, de
conjuntos medibles disjuntos dos a dos, se cumple la igualdad

D (A) mgm (Ap).

En otras palabras, la funcién ®©, definida por la igualdad (1),
posee todas las propiedades de una medida o¢-aditiva, excepto,
es posible, la de no negatividad (si f toma valores negativos).

DEFINICION, Una funcién arbitraria c-aditiva @ de conjuntos,
definida en un o-anillo de subconjuntos de un espacio X dado,
se llama medida de signo alterno o, simplemento, carga.

El concepto de carga es una generalizacién natural del con-
cepto de medida ¢-aditiva y, como veremos més abajo, se
reduce, en cierfo sentido, al concepto de medida (esto es, de
carga de signo determinado).

EJERCICIOS. Demuéstrese que para cualquier carga @, definida en una

o-algebra de conjuntos &, existe una conslante ¢ tal que |@(A)|==c para
todos los AES.
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Si consideramos una [carga eléctrica real distribuida, dica-
mos, en una superficie, esta superficie puede ser dividida en dos
partes: la que lleva carga positiva {es decir, tal que cualquier
parte suya leva una carga positiva) y la que lleva carga nega-
tiva. El equivalente matematico de este resultado es el teo-
rema | que damos a continuacién.

Introduzeamos primero la terminologia siguiente. Sea @ una
carga definida en una o-dlgebra & de subconjuntos del espa-
cio X. Un conjunto E se llama negativo respecto a @ cuando
para cualquier FE& el conjunto” ENF pertenece a S y
D (ENF)<<0; de un modo anilogo, £ se llama posifivo cuando
ENFe€@ y ©®(ENF)=0 para todos los FEE.

TEOREMA 1. Si © es una carga definida len X, existe un subcon-

junto medible A=< X tal que A~ es negativo y B* =X\ A~
es positivo (respecio a D).

DEMOSTRACION. Pongamos
a=inf®(4),

donde la cota inferior se foma respecto a todos los conjuntos
negativos medibles A. Sea {4,} una sucesién de conjuntos medi-
bles negativos tal que

lim @©(4,)=a.

L)

Entonces, 4~ =|J A, es un conjunto medible negativo tal que
®(A~)=a.
Probemos que A= es el conjunto deseado, esto es, demostre-
mos que
B*‘:X\A'
es positivo. Supongamos lo contrario, es decir, admitamos que B*
contiene un subconjunto medible C, tal que ®(C,) < 0. EI con-
junto €, no puede ser negativo, ya que entonces lo agregariamos
a A~ obteniendo asi un conjunto negativo A tal que

O(Ad)<a

y esto es impaosible. Luego, existe un niimero entero minimo &
para el que se puede encontrar en C, un subconjunte C, que
verifique la condicidn

()=,
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Esta claro que C, = C,. Podemos repetir para el conjunto C,\C,
el razonamiento aplicado a C,; obtendremos un conjunto C, que
verifica la condicion

OC)zg (> k)
etc. Tomemos finalmente

Fy= CU\U Er
i=1
El conjunto F, no es vacio ya que ®(C,) <0 y ®(C)) >> 0 para
iz 1. De la construccién se desprende que Fg es negativo. Por
lo tanto, agregandolo a2 A~, llegaremos de nuevo & una con-
tradiceién con la definicion de a. Luego, para todos los Ec XN\ A~
tenemos
D(EYZ0,

es decir, X~ A~ es positivo. El teorema queda demostrado.
La particion del espacio X en la parte negativa A~ y en la
positiva B* se llama descomposiciin de Hahn.
En general, la descomposicion de Hahn no es dnica; sin em-
bargo, si
X=ATuUB} y X==A;UB}

son dos descomposiciones de este tipo, entonces, para cualquier
E€© se tiene
D(ENAT)=®(End;) vy DENB=D(ENBI. (2)

En efecto,

EN(ATNAZ)cENAY (3)
y al mismo tiempo

En(AINA7)=ENBY; )
de (3) se desprende que

DEAANAN <O
y de (4) que

@ (EN(ANA7) =0
Luego,

@(ENATNAD)=0;
analogamente encontramos que

O (E (A7 A7) =0.
De aqui se deduce que
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DENAD=O(ENAD).

Del mismo modo se demuestra la segunda de las igualdades (2).
Consecuentemente, una carga @ en & determina univoca-
mente dos funciones no negativas de conjunto, a saber:

®* (E)y=D(ENB*) y O~ (E)=—D(EnA-),

que son llamadas variacidn superior y variacién inferior, respec-
tivamente, de la carga ®. Ademaés, es obvio que

1) O=O"—@",

2) ®* y @~ representan funciones de conjunte no negativas
y c-aditivas, esto es, son medidas.

También serd medida, evidentemente, la funcién |®|=0* 4 @~
ella se llama variacion tofal de la carga @ y la representacion
de @ como diferencia de las variaciones superior e inferior se
Hlama descomposicion de Jordan de esta carga @.

Observacion. Hemos considerado aqui cargas finitas, esto es,
funciones @ cuyos valores estdn acotados tanto superiormente,
como inferiormente. Ademas, ®* y @~ son, en esie caso, me-
didas finitas. Lo expueslo puede ser generalizado a cargas aco-
tadas solamente por un lado, esto es, a cargas, para las cuales
al menos una de las funciones @* o ®- es una medida finita.

2°. Principales tipos de cargas. Sea p una medida g-aditiva
definida en un o-anillo de conjuntos & del espacio X que lla-
maremos medibles. Introduzcamos los conceptos siguientes.

Diremos que una carga @ definida en conjuntos E€& esid
concenfrada en un conjunto medible A, cuando ®(E)=0 para
cada Ec XN\ A,.

Una carga @ se llama coniinua cuando ®(E)=0 para cual-
quier conjunto £ compuesto por un solo punto. Una carga @ se llama
discreta cuando esta concentrada en un conjunto finito o nume-
rable. En otras palabras, el hecho de que una carga sea discreta
significa que existe un conjunto finito o numerable de puntos
€1y Cav vony Cpy ... tal que para todo Ec X se tiene

O (E)= 3 O

Una carga @ se llama absolufamente continua (respecto a la me-
didﬁ dz:)da n) cuando O(4)=0 para todo A medible tal que
p(A)=0.

Una carga @ se llama singular (respeclo a la medida p)
cuando estd concentrada en un conjunto de p-medida nula. Esta
claro lque una carga absolutamente continua y singular a la vez
es nula.
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3°, Cargas absolutamente confinuas. Teorema de Radon—Ni-
kodym. Como ejemplo de carga absolutamente continua respecto
a la medida dada p puede servir la integral de Lebesgue

er>=§f(x>du

de una funcién sumable fija f considerada como funcién de con-
junto. Resulta que con esto se agotan todas las cargas absoluta-
mente continuas. En otras palabras, tiene lugar el teorema si-
guiente.

TEOREMA 2. (Radon—Nikodym). Sea p una medida o-aditiva de-

' finida en una o-dlgebra de subconjuntos de X y sea @ una
carga definida en conjuntos p-medibles. Entfonces, existe en X una
funcidn | sumable respecto a n tal que

D (A) =§f(x)du

para cada A medible. Esta funcidn, llamada derivada de la
carga @ respecto a la medida p, se defermina univocamente,
salvo una equivalencia.

DEmMOSTRACION. Toda carga puede ser representada como diferen-
cia de dos cargas no negativas (vease el punto 2), con la par-
ticularidad de que una carga absolutamente continua puede ser
representada como diferencia de cargas absolutamente continuas.
Por lo tanto, basta demostrar el teorema para el caso de car-
gas no negativas, esto es, para medidas. Sea, pues, O una me-
dida absolutamente continua respecto a la medida dada p. De-
mostremos el lema siguiente.

LEMA. Sea @ una medida absolutamente conlinua respecio a W y
distinta de cero idéntico. Enfonces existen un n y un conjunto medible

B tales que u (B) > 0 y B es positivo respecto a la carga tb—n:; .

DEMOSTRACION DEL LEMA. Sea X =A;U B} la descomposicion de
Hahn correspondiente a la carga tD——;— w, n=1,2, ...., y sea

An= nAaz, Bn= UB?;‘
Entonces,

®(A) <+ p(4,) para todo n,

es decir, ®{A4,)=0 y, consecuentemente, ®(B,) > 0, de manera
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que también p (B,) > 0 (debido a la continuidad absoluta de @
respecto a p). Luego, existe un n tal que p(B%)>>0. Este n y
el conjunto B= B} verifican las condiciones del lema.

Pasemos ahora a la demostracién directa del teorema. Sea K
un conjunto de funciones f en X que verifican las condiciones
siguientes: f son no negativas, integrables respecto a p y

{ fix)dn < ®(A) para todo A medible. Sea
A
Musup{s f{x)du respecto a todos los ,fEK}.
s .

Tomemos en K una sucesién {f,} de funciones tal que

lim Sf,, (x) dp= M.
et x
Pongamos ahora
gn(x)=max (f (x), (2}, .oy ful®))
Probemos que para todo E medible es
Sgn (x) du <D (E).
E

En efecto, podemos representar E en la forma |J E,, dondeE,

k=1
no se intersecan y g, (x)=fe(x) en E,; luego,

[a.dn=2 [ hoa < 3 oE)-0 @)

Sea

,F(X)"-: sup {fn (X}}-
Estd claro que f(x)= lim g, (x) y, consecuentemente, en virtud
v

del teorema de Beppo Levi,

g flx}dp=lim Sg,,(x] du= M.

X
Probemos ahora que

@ (E)—{ f () dp =o.
E
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Por la forma de construirla, la funcion de conjunto

ME) =D (Ey—§ f(x)du

2
es no negativa y posee todas las propiedades de una medida.

Si 7= 0, exisien, de acuerdo con el lema, un ¢ >0 y un B,
w(B) >0, tales que

ep(ENB)<<M(ENB)
para cualquier E medible. Tomando entonces A (x) = [ (x) - e%g(x}),

donde 7y es la funcién caracteristica del conjunto E, tendriamos
para cualguier conjunio E medible

(hydp= (fxydutep (EnB)< § Flx)du+®(EnB) < D(E).
B E £ 8

Esto significaria que la funcién h pertenece al conjunto K definido
anteriormente. Pero, al mismo tiempo,

Sh(x]dp.: Sf{x)dp—}--e{L(B] > M,

X X

lo que contradice a la definicion de M. Luego, hemos demos-
trado la existencia de una funcién f tal que

®(4) = § f ) du.
A

Probemos su unicidad. Si para todo 4 €&,
o (4)={ hwdu=§ f.dn,
A A
entonces cualquiera que sea n para los conjuntos

no={x Fu—h0 > 1)
tenemos

w(ay<n §f,(0—f (0 dp=0.

An

De la misma forma, para Bmz{x: Fo(x) — fo (%) > %} lenemos

k= (B,)=0.
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{X: fl(x)#fe(x)}:‘UAnU UBml

tenemos
pi{x: L) =L =0

es decir, f,(x)=/F,(x) en casi todos los puntes. Hemos terminado
la demostracion.

Observacién, El teorema de Radon—Nikedym constituye,
evidentemente, una generalizacion natural del teorema de Lebes-
gue de que toda funcién absolutamente continua es integral de
su derivada. Sin embargo, al considerar Jas funciones en la
recta, tenemos en nuestro poder un método efectivo para buscar

la derivada, como es el cilculo del limite del cociente Ti , mien-

tras que el fecorcma de Radon—Nikodym sélo afirma Ja existencia

de la derivada iﬁ de una carga absolutamente continua @ res-

II.

pecfo a la medida p; pero, no ofrece método alguno para cal-
cularla. Se puede indicar este método; pero, aqui no vamos a
detenernos en ello. En lineas generales, este método consiste en
calcular el limite del cociente ‘:((:; segfin un sislema de conjun-
tos que «se contraens, en cierlo sentido, alrededor del punto
dado. Estas cuestiones son estudiadas detalladamente, por ejem-
plo, en el libro de G. E. Shilov y B. L. Gurévich «/nfegral,
medida, derivada» [13].

§ 6. INTEGRAL DE STIELTJES

1°. Medidas de Stieltjes, Al hablar, en el § 1 del capitulo

precedenie, de la consiruccién de la medida de Lebesgue, hemos
mencionado va la construccion siguienie. Supongamos definida
en un segmento [a, 4] una funcién mondtona no decreciente E;
aceptaremos, para concretar, que es continua a la izquierda.
Definiendo las medidas de todos los segmentos, los intervalos y
los semisegmentos, pertenecienies al segmento bésico [a, 5], me-
diante las igualdades

m(o, B)=F (P)—F (a--0),

m (e, B]=F (B +0)—F (+0),

m o, B)=F(§)—F (=),

podemos extender después esta medida, empleando el procedimienio
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de Leshesque de prolongacién de medida, a un g-anillo que contiene
todos los subconjuntos abjertos y cerrados (y, consecuentemente,
todos los subconjuntos borelianos) del segmento (a, b]. La me-
dida pp que se obtiene a partir de esta construccién se llama
medide de Lebesgue—Stieltjes correspondiente a la funcion F,
mientras que la propia funcion F se llama funcidn generatriz
de esta medida.

Consideremos algunos casos particulares de medidas de Lebes-

gue—Stieltjes.
1. Sean F una funcién de saltos, x,, x,, ... sus puntos de
discontinuidad y Ay, A, ... sus saltos en eslos puntos. Enton-

ces, la medida pp correspondiente a esta funcién generairiz esta
construida del siguiente modo: todos los subconjuntos del seg-
mento [a, &] son medibles y la medida de un conjunto 4 es

pe(A)= X hp (1)
xneA

En efecto, de la definicion de la medida de Lebesgue—Stieljes
se ve inmediatamente que la medida de cada punto x; es igual
a h, mieniras que la medida del complemento del conjunto
{x;}=, es igual a cero. De aqui, debido a la o-aditividad de la
medida p,, se deduce la igualdad (1) para cualquier A:l[a, b].
Una medida pp construida a partir de una funcion de saltos se
llama medida discreta.

2. Sea F una funcién no decreciente absolutamente continua
en [a, b] y sea [=F" su derivada. En este caso, la medida
correspondiente py estd definida en todos los subconjuntos de
[a, b& medibles segin Lebesgue y, ademas, para cada conjunte A
de este tipo

pe(A) = 5  (x) dx. 2)

Efectivamente, en virtud del teorema de Lebesgue, tenemos para
cada intervalo (o, B)

B
ur(e, B)=F B)—F (@) =§ f()dx.

Como la extensién lebesguiana de toda medida c-aditiva se
determina univocamente por sus valores en el semianillo inicial,
de aqui se desprende la validez de (2) para todo Aca, b] me-
dible segin Lebesgue. Una medida pp correspondiente a una
funcién absolutamente continua F se llama medida absolutamente .
continuag.
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3. Si F es una funcion continua singular, su medida corres-
pondiente . estd concentrada integramente en aquel conjunto de
medida lebesguiana nula en el que F’ es diferente de cero o no
existe. La propia medida ur se llama en este caso medida sin-
gular.

Esta claro que, si F=F +F,, se tiene pr=pp +pe, v,
puesto que toda funcién monotona puede ser representada como
suma de una funcién de saltos y de los componentes absoluta-
mente coniinuo y singular, de aqui se desprende que foda medida
de Lebesgue—Stieltjes puede ser representada como suma de una
medida discrefa, absolutamente continua y singular. Una funcién
monbtona se descompone, salve un sumando constante, en una
funcién de saltes, absolutamente continua y singular. Luego, la
descomposicion de toda medida de Lebesgue —Stieltjes en las
componentes discreta, absolutamente continua y singular es tnica.

Lo expuesto se refiere a medidas de Lebesgue—Sticltjes en
un segmento. Si ahora F es una funcién mondiona no decreciente
acotada (superior e inferiormente) en toda la recta, c¢nionces,
definiendo la medida de cualquier segmento, intervalo v semiseg-
mento de la recta mediante formulas anilogas a (1) y (2), obten-
dremos una medida finita en toda la recta que 1lamaremos
medida de Lebesgue—Stieltjes (en la recta). En particular, la
medida de toda la recta sera, en este caso, igual a

F(00) —F (- o0},
donde

Foo)= lim F(x), F(—oo)= lim F(x)

(la existencia de estos limites se debe a2 que F es monétona y
acotada).

El concepto de medida de Lebesgue —Stieltjes abarca, de hecho,
todas las medidas (esto es, todas fas funciones de conjunto fini-
tas no negativas y c-aditivas) en la recta. En efecto, sea p cual-
quier medida de este tipo. Tomando

F(x): }J‘(_ o9, x),

obtendremos una funcién monétona tal que su correspondiente
medida de Lebesgue—Stieltjes coincide con la medida inicial .
Es decir, el término de «medidas de Lebesgue— Stieltjes» no signi-
fica, de hecho, una clase especial de medidas en la recta, sino
gue indica simplemente el método concreto de construir esta me-
ida a partir de una funcién generatriz.

2°. Integral de Lebesgue — Stieltjes. Sea pu, una medida en el
segmento [a, b] generada por una funcién mondtona F. Para esta
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medida se define de manera habitual la clase de funciones suma-
bles v se introduce el concepto de la integral de Lebesgue

b

{ F @) dyp o),

i
Una inlegral de este iipo tomada respecto a una medida pg

correspondiente a una funcion generatriz F, se llama integral de
Lebesgue — Stieltjes y se designa mediante

b

§ F 0y dF ().
Consideremos algunos casos particulares.
1. Si F es una funcion de saltos (esto es, p, €5 una medida
discreta), la integral
{FearF ()

e reduce, evidentemente, a la suma

Zf (x1) Ay,

donde x; son Jos puntos de discontinuidad de la funcion F y h
Jos saltos de F en los punios x;.

9 Si F es una funcién absolutamente continua, su integral
correspondiente de Lebesgue— Stieltjes

b
\ f () dF (%)
es igual a ‘

o
() F () dx

a

es decir, a la integral de f(x)F' (x) respecto a la medida lebes-
guiana habitual. En efecto, si f (x)= const, la igualdad

b b
{Fdr = FuF (xds 3)

se deduce de (2). Debido a la g.aditividad de las integrales, la
igualdad (3) es extensible también a las funciones simples suma-
bies segin la medida pp. Sea ahora {f,} una sucesion de funciones
simples convergente uniformemente hacia f. Sin perder generali-



6. INTEGRAL DE STIELTJES 403

dad, podemos aceptar que {f,} es una sucesidn no decreciente,
Entonces, {f,{x)F’ (x}} es una sucesién no decreciente convergente
en casi todos los puntos hacia f(x)F'(x) y, en virtud del teorema
de Beppo Levi, pedemos pasar al limite en ia igualdad

i b
§ 7,00 dF = { £, 00 F () ax

ara h— oo,
‘ De io expuesto de deduce que, siendo F una suma de una
funcion de saltos y otra absolutamente continua, la integral de
Lebesgue —Stieltjes respecto a la medida pr se reduce a una
serie {0 una suma finita) mas una integral respecto a la medida
habitual de Lebesgue. En cambio, si F contiene también una
componente singular, esta reduccién resulta imposible.

El concepto de la integral de Lebesgue—Stieltjes puede ser
ampliado de un modo natural, pasando de las funcienes monéto-
nas a las funciones de variacién acotada. Sea M una funcion de
este tipo. Representémosla como diferencia de dos funciones mo-
nétonas

(D__'U_g|

donde v es la variacion total de la funcidén ¢ en el segmento [, x].
Introduzcamos ahora ta integral de Lebesgue—Stieltjes respecto a @,
tomando, por definicién,

b h 3

§ 700 d ()= { F (01 do (9 — § T () dg (0.
Es facil probar que si se fiene olra represeniacion de b como
diferencia de dos funciones mondtonas, digamos

= U*—-g'
enionces,
b b rl: i‘r
§ (adot) —§ e dg 0= F e () —{ T dg* o,

es decir, para calcular la integral de Lebesgue— Stieltjes respecto
a una funcién @ dada puede ser empleada cualquier representa-
cién de esta funcion por medio de la diferencia de dos funciones
mondlonas.

3°. Algunas aplicaciones de la integral de Lebesgue — Stieltjes
en la teoria de probabilidades. La integral de Lebesgue —Stielt-
jes encuentra aplicacion tanto en el Analisis, como en otras mu-
chas cuestiones aplicadas. En particular, este conceplo se emplea
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ampliamente en la teoria de probabilidades. Recordemos que se
llama funcién de distribucién de una variable aleatoria € a una
funcién F (no decreciente, obviamente) definida para cada x por
la igualdad

F(x)=P(E <x),

es decir, F(x) es la probabilidad de que la variable aleatoria §
tome un valor menor que x. Es evidente que cada funcién de
distribucién es mondtona no decreciente, continua a la derecha
y verifica las condiciones

F(—oo)=0, F(+o0)=1.
Viceversa, toda funcion de este tipo puede ser considerada como
funcién de distribucién de una variable aleatoria.

Son caracteristicas sustanciales de una variable aleatoria su
valor medio (o esperanza matematica)

@«

Me= § xdF (x) (4)
y varianza o
Ve = { (x—MEpdF (v). (5)

Entre las variables aleatorias suelen destacarse las variables
aleatorias discrefas y continuas. Una variable aleatoria se llama
discreia cuando puede tomar sb6lo un nomero finifo o numerable
de valores

Xiviar smaniBg s

(por ejemplo, el ndmero de llamadas telefénicas que se reciben
en una central durante un intervalo de tiempo es una variable
aleatoria discreta).

Si pyPes vy Puy ... SO0 las probabilidades con que la varia-
ble £ toma los valores xy, Xy, ..., X, ..., 1a funcidn de distri-
bucién para E es, evidentemente, una funcién de saltos. Para
ella las integrales (4) y (5) se reducen respectivamente a las

sumas
ME= 2 XiP;

VE= 3 (x,—a)p; (a==ME).

Una variable aleatoria § se llama continua cuando su funcién
de distribucién F es absolutamente continua. La derivada F' de
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esta funcién de distribucién se llama densidad de distribucion de
probabilidades de la variable aleatoria &. De acuerdo con lo expues-
to en el punio anterior, las integrales de Stieltjes que expresan
el valor medio y la varianza de una variable aleatoria continua
xt;e lieducen a integrales respecto a la medida lebesguiana habi-
ual:

S xp (x) dx,

I

Ve=§ (x—ayp(nar,

donde p=F’ es la densidad de distribucién de probabilidades
para § y a= ME. ol

Los cursos elementales de teoria de probabilidades se limitan
generalmente al estudio de variables aleatorias discretas o con-
tinuas que en lo fundamental son las fmicas que aparecen en
cuestiones aplicadas. Sin embargo, una funcién de distribucion
de una variable aleatoria puede tener, en el caso general, una
componente singular, de modo que no toda variable aleatoria
puede ser representada como una combinacién de variables alea-
torias discreta y continua.

Sean § una variable aleatoria, F su funcién de distribucién y n=0o(£)
otra variable aleatoria que representa una funcién de E. El valor medio
Mm de 1a variable se puede representar, por definicién, como

w

S 24D (x),

-

donde @ es la funcién de distribucién para v. Es sustancial, sin embargo,
que si g es sumable resdpecto a la medida generada en la recta por la fun-
cién F, el valor medio de [a variable n se puede representar también a tra-
vés de la funcién de distribucidn F de la variable E. a saber:

Mn=Mg (&)= S @ (x) dF (x).

En efecio, la funcion y= g (x) determina una aplicaci6n de la recta (—eo <
< x < ) con la medida pp (generada por F) en la recta (—w < y < ®)
con lz medida g, en la que se fransiorma por la aplicacién y=q(x) la
medida pp. Pero, de los resultados del capitulo VI se desprende que si
(X, W)y {{;, v) son dos espacios provistos de medidas, p es una aplicacidn
que conserva la medida y transforma (X. p) en (¥, v¥) v f es una funcién
sumable en (¥, v}, entonces

g:ry>av=§nww
Y
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(sustitucion de variables en la integral de Lebesgue). Tomando aqui f(¥)=y
Y p=Hp, v=Jq, oblendremos la igualdad necesaria. Luego, para caleular

el valor medio (y, ciaro estd, lo varianza también) de una funcién de una
variable aleatoria & es suficiente conocer solamente la funcion de distribucién
de la propia variable &

4°. Integral de Riemann— Stieltjes. Ademas de Ia inlegral de
Lebesgue — Stieltjes, considerada en el punto anierior, que repre-
senta de hecho, la diferencia de las integrales lebesguianas de
una funcién dada f respecto a dos medidas, definidas en la recta,
se puede definir también la asi llamada integral de Riemann —
Stieltjes. Ella se iniroduce como limite de sumas integrales,
analogas a las sumas integrales habituales de Riemann.

Sea de nuevo @ una funcién continua a la izquierda de va-
riacién acotada, definida en un segmento [a, 6], y sea f una
funcién arbitraria en este segmento. Consideremos una particién

a:xg<x1<xg< CERY <xn=b

del segmento [a, &] y, escogiendo en cada elemento [x;,, x/] de
esta particién un punto arbitrario §;, formemos la suma

DR D) (®)

Si para max (x;—x;_,)—0, estas sumas tienden a un limite
delerminado (que no depende de como se ha dividido el segmento
[, b] ni de como se han escogido los puntos E; en cada elemento
de la particién), este limite se llama iniegral de Riemann—
Stieltjes de la funcién f respeclo a la funcién (@ y se designa con

h

§ 709 d® (x). (7)

a

TEOREMA 1. Si la funcién [ es continua en (a, b), su infegral de
Riemann— Stielt jes respecto a @ existe y coinclde con la inte-
gral de Lebesgue — Stieltjes correspondienie.

DEMOSTRACION. La suma (6) puede ser considerada como la integral
de Lebesgue —Stieltjes de la funcién escalonada

fa(x)=E; para x;_,<<x<xp

Al subdividir la parlicién del segmento [a, b], la sucesién de
estas funciones converge uniformemente hacia f. Por lo tanto, el
Hmiie de estas sumas existe %’ representa la integral de Lebes-
gue—Stieltjes de 1a funcién limite | (teorema sobre el paso al
limite bajo el signo de la integral). Al mismo tiempo, este limite



§ 6. INTEGRAL DE STIELTJES 407

es precisamente la integral de Riemann - Stieltjes (7). El teorema
queda demostrado.

Demostremos algunas propiedades elementales de la integral
de [Riemann—-Stieltjes. Siempre suponemos que [ es continua
en [a, b].

1. Tiene lugar la estimacion (teorema del valor medio}

b
{fao
{V4[®] es la variacion total de la funcion @ en [a, b]).

En efecto, cualquiera que sea la particion del segmento {a, 8]
se cumple la desigualdad

Z FED (@(x)—D(x;,) [ < BIFENAP ) - () |<

< max|f (x}| V3 [@] (8)

<max|f (9] 3|0 () =D x| < max|[ (1) |VE]®].

Pasando en esta desigualdad de las sumas integrales al limite
de las mismas, oblenemos la estimacién (8). Para (D {x)=ux ella
se convierte en la estimacion conocida

b ;

§ 7 (e

a

< (b—a) max | ] (x)|

para la integral de Riemann.
2. 8i D=D, +M,, se tiene

& b &
§£00d® (1) = § F(0)d®, (1) = { [ (1) D, ().

Ln efecto, para toda particion del segmento [a, &) se cumple
fa desigualdad correspondiente para las sumas integrales; por
consiguiente, ella se conserva también cuando se pasa al limite,
es decir, para las integrales.

3. Si ' es una Juncidn de variacion acotada distinta de cero
solamente en un conjunio finito o numerable de puntos,

b

(Fedp=0

a

para cualquier funcién [ continua en |[a, b}
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En efecto, esto es evidenie para una funcidn distinta de cero
en un finico punto x, (ya que al tomar particiones tan pequefias
como se quiera del segmento [a, &] sin que el punto x, sea un
punto de division, obtendremos sumas integrales iguales a cero);
luego, debido a la aditividad, esto es vélido también para cual-
quier funcién diferente de cero en un nomero finito de puntos.
Supongamos ahora que ¢ es distinta de cero en los puntos

il asin iy dn

y sean
His Har vovs oy ves
sus valores en estos puntos. Como 1 es de variacién acotada,

tenemos ) |y.| < cc. Escojamos ahora N de manera que

Z‘hiy,,j < & y represeniemos P como suma
n>

Y=Py+P
donde 1, toma los valores g, ..., gy €n los puntos ry, ..., ry

y es igual a 0 en Jos demds, mientras que ¥ es distinta de 0

solamente en los puntos rysy, fp+y ... . Las sumas integrales
correspondientes a | verifican la desigualdad

LE 16 (=B | <2M- 3 1< 2Me,
=1 n>N

donde M=max |f(x)|. Por eso,
]

§F (o db ()

a

b

[
<|Sr@avy |+ § e ap | <ome;

de aqui se deduce, debido a Ia arbitrariedad de e, nuestra afir-
macion.
4. 8i [ es una funcion confinua, la integral de Riemann —
b

Stielt jes Sf{x)dd) (¥) no depende de los valores que toma O en

sus puntos de discontinuidad.

En efecto, sean @, y ®, dos funciones de variacién acotada
coincidentes en todos sus puntos de continuidad. Entonces, la
diferencia :

‘P=€D1'—CD:
representa una funcién distinta de cero solamente en un conjunto

a lo sumo numerable de puntos. Lo demas se desprende de las
propiedades 2 y 3.



§ 6. INTEGRAL DE STIELTJES 409

Puesto que la integral de Riemann—Stieltjes de una funcion
continua coincide con la correspondienie integral de Lebesgue —
Stieltjes, para la integral de Riemann—Stieltjes son validas las
igualdades:

]
§ 70D ()= ZF (x) s

donde @ es una funcién de saltos, y

b b
(a0 =S Fo) @ ()dx, )

donde @ es una funcién absolutamente continua. Ademass, si
@’ es integrable segin Riemann, la integral que figura en
el miembro derecho de (9) puede ser comprendida en el sentido
de Riemann.

Todo lo expueslo para Ia inlegral de Riemann—Stieltjes en
el caso de un segmento finite se puede extender ficiltnente al
caso en que la infegral se considera en toda la recla o en una
semirrecta.

Observacion. En el caso de la inlegral de Stieltjes, a diferencia
de la integral habitual de Riemann, los valores de la integral
en el intervalo (a, &), el segmento [a, b] y los semisegmentos
(a, ] y [a, b) no cainciden, en general (los puntos aislados tienen
medida de Stieltjes positiva, si la funcion que genera la medida
es en ellos discontinua). El simbolo

§ F(x)d (x)

se inferpreta comiinmente, si no se dice lo confrario, como la
integral referida al semisegmento [a, ).

5° Paso al limite bajo el signo de la integral de Stieltjes.
En el capitulo VI hemos demostrado varios teoremas acerca del
paso al limite bajo el signo de la integral de Lebesgue. El pro-
blema se planieaba alli del modo siguienle: dadas una sucesion
{f.} de funciones y las infegraies de estas funciones respecto a
una medida determinada, nos interesaba la posibilidad de pasar
al limite de esta sucesidon bajo el signo de la inlegral. Sin em-
bargo, en el caso de la integral de Stieltjes tiene {ambién inferés
plantear el problema del modo siguiente: sea dada una sucesién
{®,} de funciones de variacion acotada; ¢bajo qué condiciones
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se puede pasar al limite bajo el signo de la integral
b

{ f (x) d,, ()

a

para una funcion fija f?
En este orden tiene lugar el teorema siguiente.

TEOREMA 2 (primer teorema de Helly). Supongamos que las fun-
ciones D, de variacion acotada en un segmento {a, b] convergen
en cada punio de este segmento hacia una funcion @ y que las
variaciones tolales de las funciones O, estdn acofadas en con-

junio
VE[ID,,]QC (f‘:l‘ 2, ...).

Entonces la funcién limite ® es también de variacion acotada
y cualquiera que sea la funcién confinua [ tiene lugar la
igualdad

b b
tim § f(0)d®, (0= § [ (x) d® (). (10)

DEMOSTRACION. Probemos ante todo que la variacién total de la
funcién limite @ no es mayor que la constante C con la que
estan acotadas todas las V4[®,]. En efecto, para cualquier par-
ticion de! segmento [a, &] por los puntos

=%y € XL o L Xy=1
tenemos

20 x) =@ )| = lim T | D, ()=, (- | <C:

luego,
Vi [@]<C.

Probemos ahora que la relacién (10) es valida en el caso en
que f es una funcién escalonada. Supongamos que [ toma los
valores h, en los intervalos (x,_,, x,). Entonces,

b
§ 1) 4D, (2= By [© (50)— @, (-} (11)

b

§1(0)d0 (x) = 3 1y [@ (5)— D (x-)] (12)
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Esta claro que la primera de estas expresiones se convierle en
la segunda cuando n— oo. ‘

Sea ahora f una funcién continua y sea & un nimero posi-
tivo arbitrario. Escojamos una funcién escalonada f, de ma-
nera que

| (0)=-Fu ()| <55 -

Entonces,
b

b
é‘ﬂfﬁx)dm(x}—ﬁ.(x)d@(x} +
b

b b
{7 () d® (1) —§ F (1) 4, ()

B

{000 ()= £, (v) 40, (x)

a a

'
I

-+

El

+ 1 (0 d0, () —§ (0 dD, (3).

a

En virtud del teorema del valor medio para ia integrat de
Stieltjes, el primero y tercer sumandos son menores que %, mien-

tras que el segundo sumando es menor que—% para n suficientemen-

te grandes. Como e >0 es arbitrario, de aqui se deduce la
afirmacion del teorema.

Observacién. Este teorema subsiste también en el caso en que
uno o ambos extremos de la integral

b

{7 (x)do, (x)

a

son infinitos. Sin embargo, la funcién f en este caso debe tender
en el infinilo a un limite finito (esto permite aproximarla uni-
formemente en el intervalo infinito mediante funciones escalona-
das que toman solamente un ndmero finito de valores).

El primer teorema de Helly ofrece las condiciones en las que
se puede pasar al limite respecto a una sucesién {q,} de funcio-
nes de variacion acotada en la integral de Stieltjes. El teorema
que sigue explica cuindo puede ser garantizada la existencia
mi‘sm_a de la sucesion que satisiace las condiciones del teorema
anterior.
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TEOREMA 3 (segundo teorema de Helly). De cualguier conjunto
| infinito @ de funciones @ que estdn definidas en un segmenio
[a, b] y que verifican las condiciones
max|p(x)|<C, Vi[g]<K, (13)
donde C y K son constanies (las mismas para toda ¢ & @),
se puede extraer una sucesion parcial convergente en cada punfo
| del segmento [a, b].

DEMOSTRACION. Basta demostrar este teorema para las funciones
no decrecientes. En efecto, sea

Pp=v—g,

donde v(x) es la variacion total de la funcién ¢ en el segmento
[a, x]. Entonces, las funciones v correspondientes a todas las
¢ € @ satisfacen las desigualdades

max|v(x)]<C, Vi[o]=VE[p]<K,

esto es, verifican las condiciones del teorema, y son mondtonas.
Suponiendo que el teorema es vilido para las funciones mond-
tonas, escojamos en @ una sucesién {g,} de manera que las v,
correspondienies converjan hacia un limite v. Las funciones

En="Un—Pn
seran también mondtonas y verificaran las condiciones del teo-

rema. Luego, se puede extraer de {g,} una sucesion parcial {@n, }
tal que g, convergen hacia un limite g. Pero, en este caso,

Py () — ¢ (1) =0 (x) —g {x).

Demostremos, pues, ¢l teorema para una familia @ de fun-
ciones mondtonas. Sean

Fis Far weny Ty ans

todos los puntos racionales del segmento [a, 6]. Debido a (13),
los nimeros @(r,) (¢ €®) forman un conjunto acotado y, por
eso, existe una sucesion {g@i’} convergente en el punto r,. Esco-
jamos ahora en ella una sucesion parcial {@{¥} que converja en
r,{y, por supuesto, en r,). Escojamos después en {g{’} una suce-
sion parcial {p{} convergenie en el punto. ry,.etc. La sucesion
diagonal {py”} convergerd evidentemente, en todes los puntes
racionales del segmento {a, b]. El limite de esta sucesion serd
una funcion no decreciente ¢ definida, por ahora, solamente en
los puntos r,, 75, -.., 7m -.. Defindmosla en los deméas puntos
del segmento [a, b), tomando para las x irracionales

p{x)= lim ¢(r) (r son racionales).
r—=x=a
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Probemos que la funcién no decreciente ¢, obtenida de esta
forma, es, en fodos los puntos de continuidad, el limite de la
sucesion {py”}. Sea x* uno de estos puntos. Entonces, para un
£ >0 dado se puede escoger un &> 0 tal que

@) —q (¥} < —fT siempre que |x*—x|<C 6. (14)

Escojamos unos puntosracionales r* y r de manera que r* < x* < 7,
r'>x*—06y r" <x*+0. Sea ahora n tan grande que para # > n,
se cumplen las desigualdades

16 (") =@ (<5 ¥ o) —@() < 5. (15

De (14) y (15) se desprende que

+ L 2

|‘Pu(r }|_¢n(r)]<Ts'

Como la funcién ¢, es no decreciente, tenemos @, (r') < ¢, (¥*) <
< ¢, (r"). Luego,
[9() =0 (<@ () —@ (") [+ @ () —a (') [+

F4alr) = () | S 5+ + =2
y esto significa precisamente que lim @, (¥*) = ¢ (x%).

Hemos logrado construir una SLCGSiéH de funciones de @ que
converge hacia la funcién limite ¢ en todo punto, excepto, po-
siblemente, los puntos de discontinuidad de la funcién y. Como
el conjunio de estos puntos es a lo sumo numerable, aplicando
de nuevo el proceso diagonal, podemos exiraer de la sucesién

{%at una sucesién parcial que converja hacia @ también en estos
puntes, es decir, que converja en todo [a, &].

6°. Representacion. general de funcionales lineales continuas
ensel espacio de funciones continuas. Hemos sefialado ya algunas
aplicaciones de la integral de Stieltjes. Ahora estudiaremos otro
problema, relacionado con este concepto, determinando la forma
general de una funcional lineal en el espacio Cg 5.

TEOREMA ¢ (Riesz). Toda funcional (ineal continua F en el espacio
Cra. vy puede ser representada en -la forma

b
F(h="{idp) (16)

donde @ es una funcién de'variacion aeotada. Ademds,
| Fli=Vi[q].
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pemosTrAciON,  El espacio Cjs, »; puede ser considerade como
subespacio del espacio My, » de todas las funciones acotadas en
este segmento con la misma norma

i Fil=sup{f(x)}

que existe en Cis ;. Sea F una funcional lineal coniinua en
Cia, 5. En virtud del teorema de Hahn— Banach, puede ser
prolongada, conservando su norma, de Cp,, 5 2 todo el My u.
Esta funcional prolongada estard definida, en particular, para
todas las funciones de tipo

1 g '
£y i para X =T

1 0 para x>
@ (v)=F(f) (17

y probemos que la funcion g es de variacion acotada en el seg-
mento {a, 6]. En efecto, tomemos una particion arbitraria

a=X, <% < ... <x,=b
de esle segmento y pongamos
o =sgn [ (X)) — ¢ (xp-y)], k=1, 2, ..., n)
tonces,

Tomemos

En
Zletn—e@-0l= I o 90 — ¢ E-)i=

= akF U‘xk_'"fxn-l):F [k}gi ak(ka __ka_l)] -‘-,(,_

k=1

J=

n

kzjl % (ka = ka_J l &

Pero, la funcién kzl g (o = Frp_,) toma s6lo los valores 1 y 0.
Por eso, su norma es jgual a 1. Por lo tanto,

gllcptxr—tp(xk_mgnﬂl-

<|Fl:

Como esto es valido para cualquier particion del segmento [a, 4],

tenemos
Vilgl <|IFJ}-

Es decir, hemos construido a partir de la funcional F una fun-
cién ¢ de variacién acotada. Probemos que es precisamente esta
funcién mediante la cual la funcional F puede ser representada
a través de la integral de Stieltjes (16).
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Sea f una funcién continua cualquiera en {a, ). Tomando
arbitrariamente un e positivo, escojamos 8 > 0 de manera que
[ F(«")—F(x")| < e siempre que |x"—x'| < 6. Dividamos ahora
el segmento [a, b} mediante los puntos ¢, en partes, de longitud
cada una menor que 8, y consideremos la funcién escalonada

W (x)==f(x,) para x,_,<<x<x, k=1,2, ..., n
Ella puede ser representada, evidentemente, en la forma

fo@)= 3 1) [y 00—y, @,

donde /. es la funcién definida por la igualdad (17). Estd claro
que |f(x)—f<(x)| <e para todas las x, a<<x<Cd, es decir,

I x)—F @)l <e.

Calculemos el valor de la funcional F en el elemento f*'. De-
bido a la linealidad de esta funcional y de acuerdo con la defi-
nicion de la funcion [, este valor es igual a

Pl é:lf () [F (Fey )—F (P N =k§] F (%) [ () — @ (=),
es decir, representa la suma integral para la integral

b

§Fdot).

Luego, para una particién suficientemente pequefa de [a, 6],
tenemos

< &,

F (o) —{ f () do ()

Pero, al mismo tiempo,
[F(D—=F{FN<IFI-Nf—F <N Fll-e
Por lo tanto,

b
[F(ﬂ— §Tde ) [<e+[FI,

de donde, debido a la arbitrariedad de e, obtenemos la igualdad

F(h= F(x)dg (x).
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Hemos visto que la variacion total de la funcion ¢, dada por (17),
satisface la desigualdad siguiente:

Vale] <<l Fil- (18)

Por otro lado, del teorema del valor medio para la integral de
Stieltjes, se desprende inmediatamente que

NF|'<Vie)- (19)
Comparando (I8) y (19), obtenemos la igualdad
[F=VEla].
El teorema queds demostrado completamente.

Observacién, Esld claro que siendo ¢ una funcién arbitraria
de variacién acotada ¢ en el segmento [a, ], la relacidn

]
F(H=S§Fade

determina una funcional lineal en el espacio Cjq, 5. Ademas,
dos funciones ¢, y ¢,, coincidentes en todos los puntos excepio,
posiblemente, los de un conjunto a lo sumo numerable, deter-
minan una misma funcional lineal, viceversa, si ¢, y ¢, deter-
minant una misma funcional en Cy,, 5, esto es, si

] h

§7 00 d0s 0= { ) doy (0

a i

para loda funcién continua, enfonces g, y @, coinciden en sus

punios de continuidad, es decir, en todos los puntos excepto,

posiblemente, los de un conjunto finito o numerable de puntos.
Luego, existe una aplicacién biunivoca entre las funcionales

lineales en Cpa, 13 v las clases de funciones de variacion acotada

en [a, b] que verifican la condicién ¢ (a) =10, perteneciendo dos

funciones a una misma clase cuando coinciden en sus puntos de

continuidad. Para una funcién arbitraria ¢ de la clase corres-

pondiente a la funcional dada F se cumple la desigualdad

IFI<Vi(oli
la igualdad puede no iener lugar; pero, como se desprende de

la demostracién del teorema, en cada una de estas clases existe
al menos una funcion para la cual esta igualdad se alcanza,



CAPITULO
Vil

ESPACIOS
DE FUNCIONES SUMABLES

Entre las diferentes clases de espacios normados que se em-
plean en el Analisis una de las mas imporiantes ¢s la de los
espacios de funciones medibles de cierta potencia sumable y, en
primero término, el espacio L, de todas las funciones sumables
y el espacio L, de funciones de cuadrado sumable. Estudiaremos
ahora las propiedades fundamentales de estos espacios. El con-
tenido de este capitulo se basa, por un lado, en las propiedades
generales de los espacios métricos y los espacios normados lineales,
expuestas en los capitulos 1I, II1 y 1V, y, por otro lado, en el
conceplo de la integral de Lebesgue introducido en el capituio VI.

§ 1. ESPACIO L,

1°. Definicion y propiedades fundamentales del espacio L,.
Sea X un espacio provisto de una medida p; la medida del
propioc X puede ser finita o infinita. Consideremos el conjunto
de todas las funciones sumables en X. Como una combinacion
lineal de funciones sumables es de nuevo una funcién sumable,
este conjunto, con las operaciones habituales de adicion de fun-
ciones y multiplicacién de las mismas por niimeros, constituye
un espacio lineal. Denotaremos este esg:acio medianie L (X, p)
o simplemente L,. Iniroduzcamos en L, una norma tomando?

WFl=§1F ()| (1)

1 Aqui y en lo sucesivo el simbolo q representa la integracidn en todo
el espacio X. :

14 e 2150
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Esta claro que

Nef ll=1el-iF i

Wi+ <<UAl+HURAI

Sin embargo, para que se cumpla también la ullima condicién
de la norma, a saber
I[f{ >0 cuando f==0,

es preciso aceptar que las funciones equivalentes en X no se dis-
tinguen y represenfan un mismo elemento del espacio L,. En
particular, el elemento nulo de L, es el conjunio de todas las
funciones iguales a cero en casi todos los puntos. En este caso,
la expresién (1) poseerd todas las propiedades de }a norma. Lle-
gamos asi a la definicion siguiente.

¥

pEFINIGION 1. Se llama espacio L, al espacio normado cuyos ele-
mentos son las clases de funciones sumables equivalentes; la adi-
cién de elementos de L, y la multiplicacién de los mismos por
nimeros se definen como las operaciones habituales de adicion y
multiplicacién de funciones! y la norma se define mediante la

formula
7= §1F (0 dp.

En L,, al igual que en cualquier espacio normado, la distancia
se introduce mediante la formula

pif, @=IF—zgl.

La convergencia de una sucesién de funciones sumables, com-
prendida en el sentido de esta distancia, se llama conver gencia
media. El espacio L, puede ser considerado como compuesto de
funciones complejas (espacio complejo L,) o solamente de fun-
ciones reales (espacio real L,). Los resultados de este paréagrafo
son védlidos en ambos casos.

Para muchas cuestiones del Analisis tiene gran importancia
el resultado siguiente.

rEOREMA . El espacio L, es completo.
pEMOSTRACION. Sea {f,} una sucesion fundamental en L,, esto es,

| fs—Full— O para n, m— co.

1 Con mas precisidn: puesto que cada elemento de L, es una clase de
funciones sumables equivalentes, para sumar dos clases de este tipo tomamas
un represeniante en cada una de ellas y llamamos suma de eslas clases a
la clase que contiene (¢ suma de los representantes elegidos, Estd claro que
el resultado no depende de la seleccién de los representantes en las clases
dadas.
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Entonces, se puede encontrar una sucesién {n,} de indices tal que
IF me—Fon = § 1 F o () — P, ()t < 5.

De esta desigualdad y del teorema de Beppo Levi se desprende

que la serie
lfmi+|frx._-"nl|+“-
converge en casi todo X. Pero, entonces, también la serie
fih-i-fﬂg_f!l._’- e
converge en casi todo X hacia una funcién
Fl)= tim fa, (o).

Luego, hemos probado que una sucesion fundamental de L,
conliene sucesion parcial convergente en casi todos los puntos.

Probemos ahora que la sucesion parcial {f,} converge en la
media hacia la misma funcién f. Como la sucesion {f,} es fun-
damental, para coalquier & > 0 fijo y & y { suficientemente gran-
des lenemos

Slfﬂk{x)_fm(x)|dll< 8,

De acuerdo con el ieorema de Fatou, podemos pasar en esta
desigualdad al limite para [ — oo bajo el signo de la integral.
Tendremos

$1Fm0)—F (1) du<e,

de donde se deduce que feL, y f..,—f Pero, una sucesion
fundamental que contiene una sucesién parcial convergente hacia
un limite converge hacia el mismo limite. El teorema queda
demostrado.

2°. Conjuntos siempre densos en L,. Por definicion de la
integral de Lebesgue, cualquiera que sea la funcién f sumable
en X vy cualquiera que sea & >0 existe una funcion siempre
sumable q(x) tal que

Sl —o@]dn <e.
Ademds, puesto que para upa funcién sumable simple que toma

los valores g,, ., ... en los conjuntos £,, E,, ... la integral
se define como la suma de la serie

&

2 v (B

(si es que ella converge absolutamente), esta claro que toda fun-
cion sumable simple puede ser representada como limite (en

14*
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media) de una sucesion de funciones sumables simples que toman
solamente un nomero finito de valores. Luego, en ef espacio L,
son siempre densas las [unciones cada una de las cuales toma sola-
mente un nimero finito de valores (vs decir, representa una com-
binacién lineal de funciones caracteristicas).

Sea R un espacio métrico provisto de una medida que verifica
la condicién siguiente {(que se cumple para la medida de Lebesgue
en un espacio euclideo y en otros muchos casos de interés préc-
tico): fodos los conjuntos abierfos y todos los conjuntos cerrados
de R son medibles y para cualquier Mc— R

p(M)= inf u(G), (2)
MeG

donde la cota inferior se toma respecto a todos los conjuntos
abiertos G que contienen [M. Enfonces tiene lugar el teorema
siguiente.

reoreMA 2. El conjunto de todas las funciones continuas es siempre
| denso en L,(R, ).

pEMOSTRACION. En vista de lo explicado anteriormentie, basta de-
mostrar que toda funcién simple que toma un namero finito de
valores es limite, en el sentido de la convergencia media, de
funciones continuas. Ademas, como toda funcién simple que toma
un namero finito de valores es una combinacién lineal de las
funciones caracteristicas y, (¥} de los conjuntos medibles, basta
realizar la demostracién para estas Gltimas. Sea M un conjunto
medible del espacie métrico R. De la condicién (2) se desprende
inmediatamente que para cualquier ¢ >0 existen un conjunto
cerrado F,; y un conjunto abierio G, tales que

FyeMcGy y p(Gy)—p{Fu) <e.
Definamos ahora la funcién ¢,(x), tomando?®
-y Pfx. R\\GM')
Pe ("‘)_'p(x, RNGp)+px. Fu)®

Esta funcién es igual a 0 cuando x€RN\ Gy y es igual a |
cuando x € Fy. Es continua, ya que cada una de las funciones
plx, Fy) vy p{x, R\G) es continua y la suma de ellas nunca
se anula. La funcién yu—, no pasa de 1 en Gu\Fy y es
igual a 0 fuera de este conjunto. Luego,

§ 1o () — @ () |dp < e,

de donde se desprende la afirmacién del teorema.

1 p(x, A) representa la distancia entre el punto x y el conjunto A.
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Esta claro que el espacio L, (X, u) depende tanto de la selec-
cién del espacio X como de la medida en éste. Por ejemplo, si
la medida p estd concentrada en un nimero finito de puntos,
Li(X, p) serd un espacioc de dimensién finita. En el Andlisis
desempefian un papel fundamental los espacios L, de dimensién.
infinita, pero provistos de un subconjunto numerable siempre
denso. Para poder describir estos espacios L,, introduciremos un
concepto més correspondiente, en realidad, a Ja teorfa general
de la medida.

DEFINICION 2. Se dice que una medida w fiene una base nume-
rable cuando existe un sistema numerable

A=Ay (=12 ...)

de subconjuntos medibles del espacio X (la base numerable de
la medida p) tal que para cualquier medible Mc X y cualquier
e >0 existe un A,€.7 tal que

PIMAA) < e

En particular, una medida p tiene, evidentemente, una base
numerable, si puede ser representada como prolongacion lebes-
guiana de una medida definida inicialmente en un semianiilo
numerable &,. Efectivamente, el anillo (&,) (ohviamente
numerable) representa en este caso la base necesaria. De aqui
se ve, por ejemplo, que fiene base numerable la medida de
Lebesgue de un segmento, ya que para ella se puede tomar
como sistema inicial de comjuntos elemeniales la totalidad de
intervalos, segmentos y semisegmentos con extremos racionales.

El producto p=p,xp, de dos medidas de base numerable
tiene también base numerable, ya que las sumas finitas de pro-
ducios de dos en dos de elementos de la base de la medida p,
por los elementos de la base de medida p, forman, como se
comprueba facilmente, una base de la medida p=p, > p,. Luego,
la medida de Lebesgue en el plano (y en un espacio n-dimen-
sional tambien) tiene base numerable.

Sea

A W gl w (3)

una base numerable de Ja medida p. Es facil ver que amplian-
do el sisiema de conjuntos (3) se puede formar una base nume-
rable de la medida

All AE! LR An‘ (4}

cerrada respeclo a la sustraccion y las uniones e intersecciones
finitas.
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TEOREMA 3. Si la medida n tiene base numerable, exisfe en L, (X, p)
un conjunio numerable de [unciones siempre denso

fl_l fg‘ L L fﬂ‘
DEMOSTRACION, Probemos que las sumas finitas

n

2 Cafi (6, )
k=]
donde ¢, son nimeros racionales y f, son las funciones caracte-
risticas de los elementos de la base numerable de la medida p,
forman un conjunto numerable siempre denso en L, (X, p).

La numerabilidad de este con(junto es evidente; probemos que
es siempre denso en L, (X, p). Como hemos visto, el conjunto
de funciones escalonadas, que toman sblo un nimero finito de
valores distintos, es siempre denso en L,. Esobvio que cualquier
funcién de este conjunto puede ser aproximada tanto como se .
quiera por una funcién del mismo tipo, pero de valores [racio-
nales; por lo tanto, basta demostrar que cualquier funcién esca-
fonada f, que toma los valores

Ui Yor weey Yy (todos los g, racionales)
en los conjuntos
EyiBos wvon By (U E=X, E;nNE;= J para I#;’).
i

puede ser aproximada tanto como se %uiera, en el sentido de la
métrica de L,, por funciones de tipe (5). Teniendo en cuenta la
observacién hecha, podemos aceptar, sin perder generalidad, que
la base de la medida p estd cerrada respecto a las operaciones
de sustraccién y uniones e intersecciones finitas.

Por definicion de una base numerable de una medida @, para
cuaiquier ¢ >0 existen en ella unes conjuntos A,, A v B

tales que
pENADUIANEY] <e.
Tomemos

Ai=AaNUA (k=1,2,...n)

i<k
y definamos f* mediante
Yy, para x € Ag

"

®=1 0 para xe RN 4.

i=7
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Es facil ver que para ¢ suficientemenie pequefio la magnitud
B fxif () == 1" ()

es tan pequefia como se quiera y, consecuentemente, la integral
§17 G —F= (ol dn < @ max [y, s f:7 () 7= F* (0}

es tan pequefia como se quiera para e suficientemente pequefio.

En vista de las suposiciones hechas respecto a la base de la
medida p, la funcién f* es una funcién de tipo (5). El teorema
queda demostrado. :

Para el caso particular en que X es un segmento de la recta
numérica y p es la medida de Lebesgue, la base numerable de
L,(X, ) puede ser obtenida también de un modo més clésico:
puede ser considerado como base de este tipo, por ejemplo, el
conjunto de todos los polinomios de coeficientes racionales. Es
siempre denso (incluso en el sentido de convergencia uniforme)
en el conjunto de funciones continuas y estas #iltimas forman un
conjunto siempre denso en L, (X, p)

§ 2. ESPACIOJL,

1°.{Definicién y propiedades fundamentales. El espacio L, es,
como hemos visto, un espacio lineal normado completo {esto es,
un espacio de Banach). Sin embargo, no es euclideo: la norma
definida en &l no se puede introducir mediante ningin producto
escalar. Esto se deduce del «teorema del paralelogramo» demos-
trado al final del § 4 del cap. 1Il. En efecto, tomando, por
ejemplo, en el segmento [0, 2n] las funciones integrables f==1
y g=senx vemos que la relacién

Hf+elPF+If—alr=20F1F+ el

no se cumple en L, para ellas.

Un espacio funcional que, ademas de ser normado, es euclideo
se puede obtener considerando el conjunto de funciones de cua-
drado integrable. Introduzcamos las definiciones correspondientes.
Supongamos que se consideran funciones reales f definidas en un
espacio X provisto de una medida p tal que p(X)<ce. Todas
las funciones se suponen medibles v definidas en casi todo X.
Las funciones equivalentes no se distinguen.

perFiNicioN 1, Una funcién § se llama funcidn de cuadrado inte-
grable en X cuando la integral

(e du
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existe (es finita). El conjunto de todas las funciones de cuadrado
integrable en X se designa con L,(X, p) o, brevemente, L,.

Veamos las propiedades fundamentales de las funciones de
cuadrado integrable.

1. El producto de dos funciones de cuadrado integrable es una
funcion integrable.
Esto se desprende directamente de la desigualdad

F)e W) <5 1P 0+ )
y de las propiedades de la integral de Lebesgue.

coroLaRIO. Toda funcidn de cuadrado integrable [ es infegrable.
En efecto, basta tomar g(x)=1 y emplear la propiedad 1.
2. La suma de dos funciones de L, es también de L,. En efecto,

F+eg@P<F®+21f()gxl+& )

y, de acuerdo con la propiedad 1, cada una de las tres funciones
que figuran en el miembro derecho es integrable.
3. 8i fEL, y o es un nuimero arbitrario, enfornces af € L,.
En efecto, si f€L, tenemos,

{1of 0 dp =2 § P (x)dp < oo,

Las propiedades 2 y 3 muestran que las combinaciones lineales
de funciones de L, son de nuevo elementos de L,; ademds, es
evidente que la ad1c16n de funciones de L, y ia multiplicacién
de las mismas por nimeros verifican todas las condiciones de la
definicién de un espacic lineal (cap. III, § 1). Luego, el con-
junto L, de funciones de cuadrado infegrable constifuye un espacio
lineal.

Definamos ahora el producto escalar en L, tomando

(&)= Fg (du

Estd claro que todas las condiciones de la definicion de un
producto escalar (véase el cap. 111, § 4), a saber:

) (f, g)=(& ),

2) {f1+f=' g)=(fv g+ (. &)

3) (af, g}=a(f, &),

4) (f, H> 0 cuando f£0,
se cumplen en este caso. En particular, la condicién 4) se cumple
debido a que hemos convenido no distinguir las funciones equi-
valentes (por elemento nulo se toma, de esta forma, el conjunto
de todas las funciones equivalentes a f=0 en X).
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De esta forma, después de definir para las funciones de cua-
drado iniegrable las operaciones de adicién y de multiplicacién
por nimeros y de introducir el producto escalar, llegamos, en
conclusion, a la definicién siguiente.

DEFINICiON 2. Se llama espacio L, al espacio euclideo, cuyos ele-
mentos son las clases de funciones equivalenfes de cuadrado in-
tegrable, en el que las operaciones de adicién y multiplicacion
por ndmeros se delinen como las operaciones habituales de adi-
cidon y multiplicacion y el producto escalar se define mediante
la formula
. & =§F (g dpn.
En L,, al igual que en cualquier espacio euclideo, tiene

lugar la desigualdad de Cauchy —Buniakovski, que toma en este
caso la forma

(§fwewdn) < § 1 mdufe wdp,
v la desigualdad triangular, que foma la forma
V/ (Fo+ewprde < ]:’/Sf‘*{x) du + ]./ Sg*{x}dp.

En particular, para g(x)=1 la desigualdad de Cauchy— Bunia-
kovski se reduce a la siguiente desigualdad ntil:

(§roadn) <u) § 0 du. (1)
La norma en L, se define por la férmula
WFi=V#E A=V §rdp
v la distancia entre los elementos f y g, por la formula
o &=1f—-gll= ) {1 W—g)dn.
La magnitud

$1F ) —g P de =) f—gle

se llama también desviacion cuadrdtica entre las funciones f y g.
La convergencia de una sucesion funcional en el sentido de
la métrica del espacio L, se llama convergencia cvadratica. En
el caso en que no haya peligro de confundir este concepto con
el de convergencia en L,, introducido en el paragraio anterior,
emplearemos el término més breve «convergencia mediay.
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TEOREMA 1. El espacio L, es complefo.

DEMOSTRACION. Sea {f,} una sucesion fundamental de L,, es
decir,
\fo—Fall =0 para n, m — oo.

De acuerdo con la desigualdad (1), ltenemos entonces

§1 7, 0 —Fa Ol < [ (017 { § (00—
T T BA=1 (110, 9) KO )

esto es, la sucesion {f,} es fundamental también respecto a la
matrica del espacio L,. Repitiendo los razonamientos que hemos
empleado al demostrar la complitud del espacio L, podemos
escoger de {f,} una sucesion parcial {f.,} que converge en casi
{odos los puntos hacia una funcién f. En la desiguaidad

§ e () —Fm (0] dp < &

que es valida para elementos de esta sucesién parcial con 2 y [
suficientemente grandes, podemos pasar, en virtud del teorema
de Fatou, al limite para {— oco. Tendremos

§ [fae () —F )] dn <

de donde se deduce que f€L, y que f,,—f. Para terminar la
demostracién basta, al igual que en el teorema 1 del § I, sefalar
que toda sucesion fundamental que contiene una sucesién parcial
convergente converge hacia el mismo limite.

EJERCICIO. Definamos Ly (X, p) como el conjunto de las clases de fun-
ciones equivalentes para las cuales S{ﬂpdp < o, donde l==p < w. De-

muéstrese que Lp(X, p) es un espacio de Banach respecto a la norma
1
Wi=(§ 1riman)”.

2°, Caso de medida infinita. En el punto anterior hemos con-
siderado funciones de cuadrado integrable definidas en un espa-
cio X de medida finita. La condicién p (X} < co ha sido emplea-
da de un modo sustancial. La hemos empleado, primero, al
demostrar que toda funcién de cuadrado sumable es sumable en
primer grado y, después, al deducir la desigualdad (2) en la que
se basa la demostracién de la complitud del espacio L,. Si se
consideran funciones en un conjunto de medida infinita (por
ejemplo, en toda la recta con !a medida lebesguiana en ella),
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no toda funcién de L, serd elemento de L,. Por ejemplo, la
funcién 71_:"_7 no es integrable en toda la recta, pero su cua-
drado es inlegrable. Ademés, en el caso p(X)< oo tiene lugar
la desigualdad (1) seghn la cual la convergencia de una sucesion
de funciones en L, implica su convergencia en L,. Cuando
p(X)=co, eslo ya no tiene lugar: por ejemplo, la sucesién de
funciones en la recia

] e &
o (1) = | LTS 1A,
0 Mpara \x||>n

converge hacia el 0 en el espacio L,(—oco,Yeo) de funciones de
cuadrado integrable en la recta, pero no converge hacia ningin
limite en L,(— oo, o). Sin embargo, el teorema sobre la com-
plitud del espacio L, sigue siendo vdiido también para (X)=o00b.

Demostremos esta afirmacion. Vameos a suponmer, lo mismo
que en el § 5 del cap. VI, donde hemos introducido el concepto
de integral en un conjunto de medida infinita, que todo el es-
pacio X puede ser representado como la unién numerable de
conjuntos de medida finita. Sea

X= Xu u(X,) <00, X,NX, =@ para n#m
2=1
una representacion de este tipo y sea {f,} una sucesion funda-
mental en L,(X, u). Entonces, para cada & >0 existe un N tal
que
S [fs () —F, (¥)]*dp < ¢ para todos los k, 1= N.

Tomemos
f @ (x) para x€X,

| 0 para los demas x.

Entonces, debido a la c-aditividad de la integral de Lebesgue,
tenemos

[ U= Pdi= 3 § 17 (9—fP W du <o

Consecuentemente, para cada M finito es, con mayor razdn,
M
3 Ll —fr (P de <e. 3)
a=1 Xy
Y La demostracion de la complitud del espacio L;, expuests en el § 1,
no depende, evidentemente, de si es o no finita la me&ida de] espacio X.
p

¢ (x) =
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El conjunio de funciones de cuadrado integrable en cada X, es
un espacio completo. Tomando

Foo) () v Iiim. fi® (x)

(donde la convergencia se entiende como convergencia en el espacio
L,(X,, n), podemos pasar al limite para I — co en la desigual-
dad (3). Tendremos

M
3§ e ) —fo ) dp <.

n=1Xg

Puesto que esta desigualdad se cwmple para todos los M, pode-
mos pasar en ella al limite para M---cc. De este modo, tene-
mos

i § [0 ) — 1 (0] dp < e.

n=1 Xq

Torando
fx)=F"(x) para x€ X,,
podemos dar a esta Giltima desigualdad la forma

§ el —F (02 du <.

De aqui se deduce tanto que f es un elemento de L,(X, p),
como la convergencia de la sucesion {f,} hacia [.

3°. Conjuntos siempre densos en L,. Teorema sobre el isomor-
fismo. Asi pues, el espacio L,(X, p) de funciones de cuadrado
integrable es un espacio euclideo completo. Excepto casos trivia-
les, la dimensién de este espacio es infinita. Desde el punio de
vista de diversas aplicaciones en el Analisis, es importante co-
nocer cuando el espacio L,(X, u) contiene un conjunto nume-
rable siempre denso. Hemos visto en el § 1 que en el caso del
espacio L, (X, ) la existencia de un conjunto numerable siem-
pre denso se desprende de la existencia de una base numerable
de la medida p. No es dificil comprobar que esta misma condi-
cién garantiza también la existencia de un conjunto numerable
siempre denso en L, (X, w). En efecto, toda funcién de L, (X, )
puede ser aproximada con precisién necesaria mediante funciones
cada una de las cuales es igual al 0 fuera de un conjunto de
medida finifa®. Después, los mismos razonamientos que han
sido empleados al demostrar el teorema 3 del § 1 muestran que

U Si'es (X) < oo, este paso sobra.
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en el conjunto de funciones de este tipo se puede escoger un
conjunto numerable siempre denso.

Luego, si la medida p tiene base numerable, el espacio
L.(X, ) es un espacio euclideo completo provisto de un conjunto
numerable siempre denso. En otras palabras, dejando a un lado
el caso en que E, (X, u) es de medida finita, obtenemos el re-
sultado siguiente: si la medida p es de base numerable, el espacio
Ly (X, ) es de Hilberi.

En virtud del teorema sobre el isomorfismo de los espacios
de Hilbert, esto significa que todos los espacios L, (X, u) de este
tipo son isomorfos.. En particular, todo espacio de este tipo
L,(X, ) es isomorfo al espacio I, de sucesiones. numéricas. con
la suma de cuadrados convergente (que puede ser considérado
como el espacio L, (X, p)correspondiente a la medida p definida
en una sucesién numerable de puntos). En lo que sigue sdlo se
considerardn espacios L, (X, p) correspondienies a medidas de base
numerable. En los casos en gque no puedan surgir confusiones cada
espacio de este tipo se designara simplemente medianie L,.

Como el espacio L, representa, segiin lo explicado, una rea-
lizacién del espacio de Hilbert, se pueden extender a L, todos
los conceptos y resultados dados en el § 4 del cap. TII para un
espacio de Hilbert abstracto.

En particular, como, de acuerdo con el teorema de Riesz,
toda funcional lineal en el espacio de Hilbert H puede ser re-
preseniada mediante el produclo escalar

F(hy=(h, a),

donde a es un vector fijo de H, foda funcional lineal en L, es
de la forma

F(y=§ (g () dy
donde g es una [uncion fijada de cuadrado infegrable en X,

4°. Espacio complejo L,. Hemos considerado hasta aqui el
espacio real L,. Los resultados expuestos se extienden sin difi-
cultad al caso complejo. Una funcién compleja f definida en un
espacio X provisto de una medida p, se llama funcion de cua-
drado integrable cuando la integral

§17 (02 dp

X

es finita. Definiendo del modo habitual la adicién de estas fun-
ciones y la multiplicacién de Ias mismas por nimeros e intro-
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duciendo el producto escalar mediante la férmula

(, &=\ fw@@adu,
X

obienemos un espacio euclideo llamado espacio complejo L,.
{Aqui, lo mismo que en el caso real, consideramos las funciones
equivalentes como un mismo elemento del espacio). Este espacio
es completo y, ademds, si la medida p es de base numerable,
es también separable. Luego (omitiendo el caso en que este es-
pacio es de medida finita), obtenemos que e! espacio complejo L.,
correspondiente a una medida de base numerable, es el espacio
complejo de Hilbert. Todos los espacios de este tipo son isomor-
fos y para ellos son vilidos los resultados expuestos en el § 4
del cap. III.

5°. Convergencia cuadratica y su relacion con otros tipes de
convergencia de sucesiones funcionales. Al introducir en el es-
pacio L, la norma, hemos definido con ello para las funciones
de cuadrado integrable el siguiente concepto de cenvergencia:

fn_"’fl

lim § [f,(0—f (0)]2dp=0.

f=ww

cuando

Esta convergencia la hemos llamado convergencia cuadratica.

Veamos cémo estd relacionada con otros tipos de convergencia

de sucesiones funcionales. Supongamos primero que la medida

del espacio X en el que estin definidas las funciones es finita.
1. 8i la sucesién {f,} de funciones de L,(X, p) converge en la

métrica de L, (X, ), también converge en la métrica de L, (X, w).
En efecto, debido a la desigualdad (1), tenemos

1R = () du < [0 (X) § (a0)—F (0 dps)

y de aqui se desprende nuestra afirmacidn.
2. Si la sucesién {f,} converge uniformemente, también converge
cuadrdticamente.
En efecto, cualquiera que sea e>0, tenemos para n sufi-
cientemente grandes
) —fx)|<e

1
H

¥, consecuentemente,

§ 150 —F () P < e (X),
de donde se deduce nuestra afirmacidn.
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3. Si una sucesion {f,} de funciones sumables converge en me-
dia, también converge en medida en X. '

Esta afirmacién se desprende directamente de la desigualdad
de Chébishev.

De aqui y del teorema 11 del § 4 del cap. VI, se sigue:

4. Si una sucesion {f,} converge en media, se puede extraer de
ella una sucesion parcial {f.,} convergente en casi todos los puntos.

Observemos que al demostrar el feorema sobre la complitud
del espacio L, hemos encontrado este resultado sin basarnos en
el teorema 11 del § 4 del cap. VI.

Es facil ver que la convergencia media (e incluso cuadratica)
de una sucesion no implica, en general, la convergencia ‘de ¢ésfa
sucesién en casi todos los puntos. Efectivamente, la sucesion
{fny}, construida en el § 4 del cap. VI, converge en media y
cuadraticamente hacia f=0; pero, al mismo tiempo, como ha
sido alli demostrado, no tiende hacia 0 en nungin punto. Vi-
ceversa, una sucesién {f,} puede converger en casi todos los pun-
tos (e incluso en todo punio) y no converger en media. Consi-
deremos, por ejemplo, en el segmento [0, 1] la sucesién de fun-
ciones ,

n para x€|0, —
L.(x)={ pis £€(9; )
0 para los demés x,
tal que f,(x)—0 para todo x€[0, 1]). Al mismo tiempo,
1
SH,, (¥)|dx=1 para todo n.

Las relaciones gue existen entre diferentes tipos de conver-
gencia de funciones, definidas en un espacio de medida finita,
pueden ser esquematizadas del modo siguiente:

Convergencia uniforme

[ &
} {
(L) Convergencia Convergencia en
: cuadratica casi todo punto
¥
! | ]
U ) Convergencia Convergencia
o en media en medida
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donde la flecha de puntos significa la posibilidad de escoger de
una sucesion convergente en medida una sucesion parcial conver-
gente en casi todo punto.

En el caso p(X)==oc {por ejemplo, para funciones en toda
la recta numeérica con la medida de Lebesgue en ella) las rela-
ciones encontradas no fienen ya lugar. Por ejemplo, ia sucesion

1

100 ﬁpara ¥ <n,
X)=

" 0 para (x| >n,

converge uniformemente en toda la recta hacia la funcién f==0
y, sin embargo, no converge ni en media ni cuadriticamente.
Ademas, para p(X)=oo la convergencia cuadritica (esto es,
en L,) no implica, segin hemos sefialado ya, la convergencia
media (esto es, en L,) de la misma sucesién.

A su vez, la convergencia media no implica, en general, la
convergencia cuadrilica (esta dltima observacién es valida tanto
cuando p (X) << oo, como cuando p (X} = o).

§ 3. SISTEMAS ORTOGONALES DE FUNCIONES EN L,
SERIES RESPECTOQ A SISTEMAS ORTOGONALES

De los teoremas generales, demostrados en el § 4 del cap. 111
para los espacios euclideos, se desprende que en L, existen sis-
temas completos ortogonales (en particular, ortogonales y nor-
males) de funciones. Estos sistemas pueden ser obtenidos, por
ejemplo, aplicando el praceso de ortogonalizacion, descrito en el
§ 4 del cap. III, a uno u otro sistema conipleto. Si en L, se ha
escogido un sistema {,} completo ortogonal, todo elemento f€ L,
puede ser representado, en vista también de los resultados del
§ 4 del cap. III, como la suma de la serie

w
f= 2 ¢.9a
n=1

esto es, como la suma de la serie de Fourier de la funcién f
respecto al sistema ortogonal {¢,}. Ademas, los coeficientes ¢,
es decir, los coeficientes de Fourier de la funcidén [ respecto al
sistema {g,}, se definen mediante las férmulas

&= e § () @ ()
(loalir=§ @2 (x)dye ) .
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En este paragrafo consideraremos algunos ejemplos de mayor
importancia de sistemas ortogonales en el espacio L, y los de-
sarrollos que les corresponden.

1°. Sistema trigonométrico. Serie trigonométrica de Fourier.
Consideremos el espacio L,{—n, x) de funciones de cuadrado
integrable en el segmento {—m, @] con la medida de Lebesgue
habitual en este segmento. En esté espacio las funciones

{cosnx, sennx} (n=0, 1, 2, ...) (1)

forman un sistema completo ortogo.nai. llamado sistema {rigono-
métrico. La orfogonalidad de este sistema se compriieba ficil:
mente mediante el calculo directo; por ejemplo, para m=£m

a

N i
j COS 11X COS m,rdx:% \ [cos ﬂ';mx—l—r:os"i ;mx dx =1,
LA

etec. La complitud del sistema (1) se desprende del teorema de
Weierstrass sobre la aproximacién de cualquier funcién periodica
continua mediante polinomios trigonométricos ™. El sistema (1)
no es normal. El sisterna normal correspondiente esta compuesto
por las funciones

1 cOs nx sen nx (
Vi’ ' ¥V
Sea f una funcién de L,(—m, n); sus coeficientes de Fourier.
- !.
correspondientes a las funciones 1, cos nx y sen nx, se acostumbra
. o,
designar con —5"-. a, y b, Por lo tanto, de acuerdo con las

A=1T,2: ok

formulas generales para los coeficientes de Fourier, tenemos

b : x
%:% jf(x}dk, es decir, a,= -11_— Sf(x]dx
— =%

a, = % S f(x)cosnxdy, b,= '11' f (%) sen nx dx.
-

Ia .
2"

Y En el § 2 del cap. 1X demosiraremos el teorema de Fejér que consti-
fuye una generalizacién del teorema de Weierstrass. Con ello daremos una
demostracion de lz complitud del sistema trigonométrico (demostracion que
no se basa, claro estd, en los resultados que aqui exponemos).
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La serie correspondiente de Fourier es

e o

2+ a,cosnxt-b, sennx

n=1

y cualquiera que sea f€L, converge cuadrdticamente hacia esta
funcion. Si

3
=£2'- Z @y cos kx -+ by sen kx
k=1

es la suma parcial de la serie de Fourier, la desviacion cuadra-
tica entre S, y f puede ser encontrada mediante la férmula

\
1f () —Su () | = Hﬂl’—ﬂkz +Ea,+bﬂ
Entre todos los polinomios trigonométricos
T“(x)=%“+goe,cus ki + B sen kx

conn fijo la suma parcial S, de la serie de Fourier es la que
mejor aproxima (en la métrica de L,) la funcién f. Para el sis-
tema trigonométrico la desigualdad de Bessel da

= T
F+Yatoi<y | P
=1 -1

Como el sistema trigonométrico es completo, para cualquier fun-
cién de L, tiene lugar, de hecho, la igualdad de Parseval

+Ean-+-b‘=—5 f2(x)d
n=1
Para cualquier funcién f€ L, los cuadrados de sus coeficientes de
Fourier forman una serie convergente. Viceversa, si los niimeros
@y, @ b, (=1, 2, ...) son tales que la serie ¥ aj--b3 converge,
la serie

o

a,

++ 2 , @, €0S nx -+ 0, sen nx
n=1

también converge (en L,) y su suma es una funcién para la
cual a,, a, y b, son sus coeficientes de Fourier.
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Todo lo que se acaba de exponer para funciones definidas en
el segmenio {—m, n], se extiende facilmente a funciones defini-
das en un segmento de longitud arbitraria, digamos en [—/{, {].
Si f es una funcién de cuadrado integrable en [—/, {], la susti-

tucion x:’l—!, es decir, t=—{_§. convierte f(f) en la funcién

g [x)———f'% en el segmento [—m, =z
De acuerdo con esto

=1 S F(t)cos ™2t dt

b= S 7 (tysen ™ dt.
La serie de Fourier para una funcién f definida en un segmento
de longitud 2{ es

o

I nat nat
=1 24,008 -+ b, sen ==
n=-l

Observaciones 1. La feoria de series trigonométricas fue ela-
berada, en gran medida, en las obras de J. Fourier, matemalico
frances, relacionadas con sus invesiigaciones en la Fisica Mate-
matica y, en primer {érmino, en la feoria de propagacion del
calor. No obstante, las férmulas para los coeficientes a, v &,
aparecen ya en los irabajos de Euler. Inicialmenie los términos
aserie de Fouriers, «coeficientes de Fouriers, etc., se relacionaban
precisamente con el sistema frigonoméirico ortogonal y solamente
mucho mas tarde empezaron a usarse en ese sentido general en
el que los hemos empleado en el § 4 del cap. [II (esio es, para
un sistema orlogonal arbitrario en un espacio euclideo cualquiera).

2. De la complitud de! sisferma trigonométrico y de los {eo-
remas generales demostrados en ¢l § 4 del cap. 1II se desprende
que cualquiera que sea f€L, su serie de Fourier

o
4
0—2"—}—}_‘ a,cos nx L b, sen nx
n=1
converge en media hacia la funcién dada f. Pero, desde el punto
de vista de Jos problemas concretos del Andlisis es importanie
encontrar las condiciones en que esta serie converge hacia f en
otros sentidos, digamos en cada punto o uniformemente. Estas
cuestiones seran consideradas en el capitulo signiente.
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2°. Sistemas trigonoméfricos en el segmento [0, x]). Las fun-
ciones

1, cosx, cos2x, ... 2
¥y

senx, senx, ... (3)
forman en su conjunto un sistema oriogonal completo en el seg-
mento [—m, n]. Probemos que cada uno de tos sistemas (2) y

(3) es ortogonal y completo en el segmento [0, n]. La ortogona-
lidad se comprueba mediante el calculo directo. Demostremos la
complitud del sistema (2). Sea f una funcién de cuadrado inte-
grable en [0, mn]. Defindmosla en el segmento [—m, 0], tomando

F{—x)=f(x)

y desarrollémosla en serie de Fourier respecto al sistema
1, cosnx, sennx (=5 2 us):
Come la funcién [, definida ahora en [—m, n], es par, todos sus
cocficientes en los senos son iguales a cero; esto se ve inmedia-
tamente de las iérmulas para los coeficientes: para una funcion
par f v n>=1 tenemos
T 4] a1
g flxysen nxdx = S f(x) sen nx dx --{-Sf(x}sen nxdx =
L 0

~2
by !

=— S f(x)seﬂﬂxlix-{—Sf(.\:}sennxdx:(}.

] o
En otras palabras, esta fupncién puede ser aproximada en media
en [—n, @] (v con mayor razén en [0, x]), con precisién arbi-

traria, mediante combinaciones lineales de los elementos del sis-
tema (2). De aqui se deduce la complitud del sistema (2). La
complitud en [0, =] del sistema (3) se demuestra anilogamente,
prolongando al semisegmento [, 0] la funcién f(x), definida
en [0, n], mediante la férmula
fl=x)=~—f(x).

La funcién obtenida de esta forma es impar en [—an, 7]
y se desarrolla en este segmento en serie solamente respecto a
los senos. _

3°. Forma compleja de la serie de Fourier. La serie trigono-
métrica de Fourier de una funcion f en el segmento [—m, 7]
puede ser representada en una forma més compacta, si se emplean
las formulas de Euler

glnx | g=Inx einx __g—inx
e —

COs nx = , Sennx = 37
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Colocando estas expresiones en la serie de Fourier, tenemos

"
Ay g
?+§ cos nx b, sen nx = =+
e!nx_‘_e—!nx . ping__p=inz
+ E ( = l’bn P ) o
k]

_,_Z% —ib, exnx+2an+{bne—anx_ 2 C"einxl

n=1 A==
donde c.,=n—; y para n>1
e _ Gy—iby
. I P] »
. Aapiby } {4]
Cap=" 1
La expresion
2‘ c,,e‘“*'
n==x

se llama serie irigonométrica de Fourier en forma compieja. Los
coeficientes ¢, de esta serie se expresan por las formulas (4) a
través de a, y b, sin embargo, es facil obtener unas férmulas
para poder calcularlos directamente. En efecto, el caleulo inme-
diato da

T

S ey ol | 0 para n=tm,
| 2n para n =m.

Luego, multiplicando la igualdad
fy= 2 ce™ (%)

por e=m*(m=0, =1, £2, ...} e integrandola, obtenemos
( f (x) e~im= dx=2nc,,
-a

es decir,

Ca=1n Sf{x}e“””‘dx (m=0; 41, 43, ...). (6)

El desarrollo (5) subsiste para las funciones complejas de
cuadrado integrable en el segmento {—m, nt]. En otras palabras,
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las funciones e** constituyen una base del espacio L, {—n, n1]
de funciones complejas con el cuadrado integrable del valor abso-
luto en [—=n, x]. Ademsas, las expresiones (6) representan los

preductos escalares de f por ¢/* en este espacio complejo.
T

Esta claro que, sustituyendo e+ por e"_f_x. todo lo expuesio
puede ser extendide al espacio L,(—I, [} de funciones complejas
en un segmento de longifud arbitraria 21.

4°. Polinomios de Legendre. Las combinaciones lineales de

las funciones
1, x, x% ... (7)

constituyen el conjunto de polinomios. Luego, el sistema (7)
es completo en el espacio L, de funciones en un segmento?.
Ortogonalizando el sistema (7) en el segmenfo [—1, 1], es decir,
respecto al producto cscalar

(7, &)= §{ Fx) g(x)dx,

obtenemos un sistema ortogonal completo
Qn (x)v Q}_ (xji Qz [xlr EICRC ]

donde Q, es un polinemio de grado n. Probemos que cada uno
de los polinomios que se obtienen al ortogonalizar el sistema (7)
coincide, salvo un factor constante, con el polinomio

P (x) = S (x5 — L)1,

Probemos que el sistema {P,} es ortogonal. Sea nZ>m. Como

dqk o d*
U T Y =2 in =0
dxk {x ) =1 dxk (x ) x=1
para todos los k=0, 1, ..., n—1, oblenemos, integrando por

partes,
A dm 1 an-1

j‘P” (%) P, (x)dx = — S T (x-.x__nmdx"_l (e =...

1
o= (e — ) e, (8)

» La complitud del sistema de polinomios en el espacio L, [, b] de
funciones de cuadrado integrable en un segmento cualquiera [a, b] se des-
prende del teorema de Weierstrass sobre la aproximacién uniforme de cual-
quier funcién continua en un segmento medianie polinomios. Véase el final
del § 2 del capltuio IX.
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Si m< n, bajo el signo de la iltima integral figura el cero
idéntico y de aqui se desprende Ja ortogonalidad del sistema
EP,,}. Ademaés, estd claro que el polinomio P, es de grado n, es
ecir, todo P, se encuentra en el subespacio generado por los
n-1 primeros elementos del sistema (7). Luego, tanto el sisiema
{P,}, como el sistema {Q,}, poseen las propiedades siguientes:

1} ortogonalidad,

2) el n-ésimo elemento del sistema pertenece al subespacio

generado por los elementos 1, x, ..., x*~%.
Pero cada elemento del sistema queda determinado por estas
propledades univocamente, salvo un factor constante (teorema 1

del § 4 del cap. III).
En el caso m=~n la igualdad (8) lleva al resultado siguiente

L

(Pimar= [ Fme—1r @ —1yrde=

dx

1
1\, 9tn gt
=) [(e—1yde= %— .

1
En otras palabras, la norma del polinomio P, es igual a
nl2n Y'Y
Va1l
Por lo tanto, el sistema de polinoinios
VY on4-1 p
nt2n Y2 o

ademés de ser ortogonal, es también normal.
En lugar de estos polinomios normalizados suelen conside-

rarse los polinomios definidos por la formula

1 dn
L) = fyam g (F—1)"

llamados polinomios de Legendre. De los calculos realizados se
deduce que

f 0 para ns=m,

1
Ly (x) Ly (x) dx = 2
:5; 1 g bara n=m.

Sefialemos en forma explicita los cinco primeros polinomios
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de Legendre:

3 1
Lu{x)= 1 Ll{x)=x, La(x)_—_ 2_'!2__?’
El desarrollo de una funcién [ en el segmento [—1, 1] res-

pecto a los polinomios de Legendre es de la forma

f(ﬁ T razoc"l'" {x}l

donde

1
a1
1

eo="5= {109 Ly (e,

5% Sistemas ortogonales en productos. Series multiples de
Fourier. Sean definidas en los conjuntes X'y X" las medi-
das p' y p". Designemos mediante L, y Lj los espacios corres-
pondientes de funciones de cvadrado integrable. Consideremos
en el producto

X=X'xX"
la medida
p=p'xp"
Designemos mediante L, el espacio correspondiente de funciones

de cuadrado integrable. Interpretaremos las funciones de L, como
funciones de dos variables.

TEOREMA 1. S {@,} y {W,} son sistemas ortonormales de L} y L},
respeciivamente, el sistema de todos los productos

fmn (x, y) = P () B, (y)
es un sistema ortonormal completo de L,

La demostracion de ortonormalidad es muy sencilla;

.

L VT b0 hdn={onio) { (w3 dp)aw =1,
X Xt e

2. Si ms=m,, tenemos

i a0 9} frns, (¢, ) iy =

= j" Vo (), (9) (S P (%) @, () dp ) dp” =0.
X b
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3. Si m=m,, pero n=¥n, tenemos

5 fmr; (x! y} fm,m {x, y) d']_ _—
= g Pm (%) ( 514:,, (), () dp’) dp'=0.
X b

Probemos la complitud del sistema {f,,}. Supongamos que
en L, existe una funcién f ortogonal a todas las funciones f,,.
Tomemos

Fal9) = § 75 ) 0alx)dp.
o
En este caso, cualquiera que sea n,

5& (0) 9 () " = § F (5, ) Fon (3, ) dis =0,
4 X

Debido a la complitud del sistema {y,}, de aqui se desprende que
Falp= 0

para casi lodo y. Luego, para casi todo y tienen lugar las igual-
dades

Sf(x. §) Gplx)dp' =0
P

cualquiera que sea m. Debido a la complitud del sistema {g,}
obtenemos de aqui que para casi todo g el conjunto de aquellos
x en los que

fx, g}=0
es de medida nula. En virtud del teorema de Fubini, esto sig-
nifica que la funcién f(x, y) es igual a 0 en casi todo el X. El
teorema queda demostrado.
Apliquemos este teorema a algunos sistemas ortogonales con-
cretos. En el espacio de funciones de cuadrade integrable de dos
variables

Fr, o) (Fasy<sm —Sy<n)
constifuyen un sistema uﬁu%onal completo los productos de dos
en dos de los elementos de los sistemas:
1, cosmx, senmx (m=1,2, ...)
y
1, cosny, senny (n=1,2,...),
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es decir, las funciones

1, COSmx, Sen mg, COSAY, Senny, cOSMx sen ny,

COS MX COS BY, Sen /Mx sen ny, sen mx cos ny.

La expresion de la serie correspondiente de Fourier es, en cierto
grado, voluminosa y por eso conviene recurrir aqui a las fun-
ciones exponenciales de argumento imaginario, esio es, a las
funciones

gmx.piny —gltmxtay) (n m=0, 41, -2, ...}

A esta base corresponde la serie de Fourier

o
F N i
;'(J-, yr= 2 Cmneum,twlyl‘
=

N m=-

donde

aon
C"""=‘T}F‘ S Sf(x, y) g=itmx+ny) dxdy
aln
Empleando los polinomios de Legendre, podemos obtener en el
espacio de funciones, definidas en el cuadrado
—il=x<l, —lssy<l,
un sistema ortonormal completo [compuesto por los polinomios

Zm+ 1) (2a41) dm , , an .
Quu (s )= YEREDEIED 42 a1y 22 (a1
Todo lo expuesto se extiende, de manera obvia, a las funciones
de varias variables. En particular, la serie trigonométrica de
Fourier para una funcion de k varjables es

o«

f(x1i ‘e xk}= " E Crr,a,, i nhe" I:I,,\:.+...+ﬂp’k}]
ey A= —0
donde
1 n Eis
cﬂn s g =(2:i)#- S - Sf(xn s x}e}e_“"‘x‘+ s dxv. R dxk'
-n -

6°. Polinomios ortogonales respecto a un nucleo dado. Hemos
llegado a los polinomios de Legendre ortogonalizando las fun-

ciones
Ty x%m s X% e (9

respecto al producto escalar

§F) g de
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correspondiente a la medida habitual de Lebesgue en el seg-
menio [—1, 1]. Si se define en este segmeniv otra medida p,
satisfaciendo la condicién de que las funciones (9) sean lineal-
mente independienies en el espacio correspondiente, obtendre-
mos, aplicando al sistema (9) el proceso de orlogonalizacion,
un sistema de polinomios {P,} que depende, en general, de la
seleccién de la medida p. Supongamos que la medida p (E) esta
definida para los subconjunids medibles del segmento [—1, 1]
mediante la férmula

w(E)={ g(xdr, (10)
E

donde g es una funcién sumable no negativa fija. En este caso,
la condicién de ortonormalidad
1 para m=n,

mea={
0 para m=s4n,

es de la forma

{ P,(x) P (6) g(x)dx=

-1

[} para m=n,

1
\ 0 para m==n. (th
La funcién g, que define la medida (10), es llamada niicleo o
funcion de peso. Por esto, los polinomios que verifican la con-
dicién (11) se dicen ortogonales respecto al nicleo g. La selec-
cién de une u otro nicleo lleva a diferentes sistemas de polino-
mios. En particular, tomando

g(x)=71_1fx_gv

obtendremos unos polinomios que coinciden, salvo un coeficiente
constanie, con los asi llamados polinomios de Chébishev que se
definen mediante la formula

T.(x)=cosnarccosx (n=1, 2, ...)
y desempefian un papel imporfante en diferenies problemas de

interpolacién.
La ortogonalidad de estos polinomios respecto al nicleo

o 3 comprueba ficilmente. En efecto, tomando

Yi—x

x=rvos0, dx=—sen 0d6, V1—x*=senl,
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encontramos
1 E1
Tal0 T gy _ { cos m cos 46 = Oe= Ji praa=m
¥ Yi—at 5 | 0 para n=em.

7°. Base ortogonal en el espacio L,(— oo, oc). Funciones de
Hermite. En lo que precede hemos considerado diferentes sistemas
ortogonales completos en un segmento, esto es, en un conjunto
de medida finita. Consideremos ahora el caso de medida infinita
y concretamente el espacio L, (— eo, co) de funciones de cuadrado
integrable en toda la recta numérica. Un sistema ortogonal de
funciones de este espacio no se puede construir ni a partir de
polinomios ni a partir de funciones trigonomeétricas, ya que todas
estas funciones no perfenecen al espacio L, (— oo, o). Los «male-
riales» para construir una base en L,(— oo, o0) hay que buscar-
los entre las funciones que decrecen suficientemente rapido en el
infinito. Probemos que se puede obtener un sistema ortogonal
completo en L, (— oo, o) ortogonalizando la sucesion

xE

x"e 2 (n=0,1,2 ...)

En efecto, toda funcién de tipe P (x)e—*"%, donde P es un poli-
nomie, pertenece, evidentemente, a L,(— oo, oo). Ademds, el
conjunto de estas funciones es siempre denso en L,(— o0, o0)
(esto serd demostrado en el § 4 del capitulo IX).

Aplicando a las funciones x"e~*"/2 el proceso de ortogonaliza-
cion, obtenemos el sistema de funciones de tipo

@, () =H,(x)e=*? (n=0, 1, 2, ...),

donde H, es un polinomio de grado n. Estos polinomios se llaman
polinomios de Hermite y las propias funciones ¢, se llaman
funciones de Hermite. Es facil mostrar que los polinomios de Her-
mite coinciden, salvo un coeficiente constante, con los polino-
mios

. dog**

Hi ()= (—1ye Co

En efecto, el polinomie H; es, evidentemente, de grado n. La
relacién de ortogonalidad

w

{ Hy) Hh(e = dx=0 (ns=m)

-
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puede ser comprobada directamente integrando por partes. Pero,
debido al corolario del teorema sobre la ortogonalizacién, existe,
salvo un coeficiente constante, solamente un sistema de funciones
ortogonales de tipo P,(x)e-*/?, donde P, es un polinomio de
grado 7.

El resultado obtenido puede ser interpretado también de la
siguiente forma. Consideremos en la recta la medida p de densi-
dad e-%, esto es, tal que

dp =e~<*dx.

Esta es una medida finita en la recta. En el espacio de funcio-
nes de cuadrado integrable respecto a esta medida en la recta el
producto escalar tiene la forma

(. &= § fgye=dx
y los polinomios de Hermite forman en este espacio un sistema

ortogonal.
Considerernos también el espacio L,(0, oo) de funciones dec

cuadrado integrable en la semirrecta. Tomando en este espacio el
sistema de funciones
xne—x
y aplicando a éste e] proceso de ortogonalizacién, oblenemos el
sistema de funciones
Ly(xye™~

llamadas funciones de Laguerre.

Los polinomios correspondientes L, se llaman polinomios de
Laguerre. Los polinomios de Laguerre pueden ser considerados

como una base ortogonal en el espacio de funciones de cuadrado
integrable en la semirrecta (0, oo) con la medida

dp=e %dx

en esta semirrecla. En el § 4 del cap. IX demostraremos que el
sistema de funciones de Laguerre es completo en L, (0, o).

8°. Polinomios ortogonales respecto a un niicleo discreto. Supon-

gamos que a n-+ 1 puntos diferentes x,, x,, ..., x, de la recta
real se les han prescrito, a titulo de nicleo, unos nimeros posi-
tivos p,, Puv ..., P, ¥ que la medida p estd definida por

w(E)= 3 Pr
xpEE
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es decir, la medida p(E) es igual a la suma de fos nicleos de
los puntos x, pertenecientes a E. En esta «medida degenerada»
todo conjunto E que no contiene punios x,(k=0, 1, ..., n) es
de medida 0. Luego, la integral de una funcidn [ en foda la
recta real es igual a

w

{1 du=k2:‘b Paf (xe)-

Es obvio que las funciones f y g seran equivalentes respecto a la
medida p cuando

Flxe) = g (xg)

en lodos los puntos x,, %, .-., x, y sulamente en este caso.
Para este caso degenerado el problema sobre la mejor aproxima-
cién en el sentido de la distancia de L, se reduce a buscar las
sumas

Co'fy ey “f L e L e

que ofrecen el minimo a la expresién

m 2

kz"'o Pr {f(xk}-—:gfl Cipy ()"k)} )

es decir, al problema de «interpolacidon por el método de cua-
drados minimosy.

Chébishev fue el primero en desarrollar, partiendo del pro-
blema de interpolacion por el método de cuadrados minimos
mediante polinomios

GaXxtext4. o™
de un grado dado m, la teoria de polinomios ortogonales.
Para exponer los resultados de Chébishev, relacionados a

este problema, observemos que respecto a nuestra medida p el
sistemna

L. oy %% ooy &

es linealmente independiente ya que el producto escalar (x7, x%)
viene dado por la férmula

r S} — S 45
(7, Xy = 2 Pk (12)
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y el determinante de Gram del sistema (12) es (las sumas son
respecto a k desde 0 hasta n):

X e 2PE ... PR
ZPHJ: Eﬂkx.{ zﬁnx.&' EPH‘?“

Vo, Voo . Ve [
]/Exn ]/E:xl ree Vp_nxn

L1 L1
o A e B

=(PoPy oo P L. O
xg X% xn

Al contrario, para r >>n las potencias x” dependen linealmente
de las funciones del sistema (12) ya que L, es, en nuesiro caso,
de dimension n-+-1. Por lo tanto, el proceso de ortogonalizacion
llevara a un sistema finito de polinomios

P Py vy P

ortonormales en el sentido de que
kgb pkpr ('rk) P.l' (Ik) i 6:5!

y cada funcién f se desarrollard en una serie finila

f~ 3 cPn

Er= .&zn PPy ) [ (xe)-
En los punios x, se cumplen las desigvualdades

f(x,,):rihch,{xk) k=0, 1, ..., n),

donde
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es decir, la suma de la serie es simplemente el polinomio de
interpolacion de Lagrange. Las sumas incompletas

Qu= e, tmmy

son polinomios de grado m que mejor aproximan f en los puntos
x. en cl sentido de que la expresidn

PORRTCAE MONE

es menor para @, que para cualquier otro polinomio del mismo
grado m.



CAPITULO
IX

SERIES TRIGONOMETRICAS.
TRANSFORMACION DE FOURIER

§ 1. CONDICIONES DE CONVERGENCIA DE LA SERIE DE FOURIER

1°. Condiciones suficientes de convergencia de la serie de
Fourier en un punto. Consideremos de nuevo el espacio L, [ —, |
de funciones de cuadrado sumable en el segmento [ =g, nﬁ. Como
se ha demostrado en el cap. VIII, es un espacio euclideo com-
pleto de dimensiones infinitas, esto es, un espacic de Hilbert.
Las funciones

l, cosnx, sennx {n=1, 2, ...) (1)

forman en €&l un sistema orfogonal completo, de manera que
para toda funcion f€L,[—m, n] la serie de Fourier

"2_°+ 2 @,c08 nx < b, sen nx, (2)
n=]
donde

T T
a,,=%g f{x)cos nx dx, b,,:%ff(x) sen fitx dx, (3)
-

-n

converge hacia f cuadriticamente, es decir, en la métrica del
espacio L,[—m, m}. Sin embargo, desde el punto de vista de
aplicacién de las series de Fourier a los problemas de la Fisica
Matematica y a ofras cuestiones, es importante determinar las
condiciones en las que se puede garantizar no sélo la convergencia
media de la serie de Fourier hacia f, sino también la convergencia
en un punto dado, en todos los puntos o, incluso, uniforme.
Determinaremos ahora las condiciones suficientes para la conver-
gencia de la serie trigonomeétrica en un punto dado. Hagamos
unas observaciones preliminares.

15 N 2150
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Ante todo, en vez de hablar de funciones definidas en el
segmento [—m, :j, odemos hablar de funciones peritdicas de
periodo 27 en toda ra recta, ya que cualquier funcién definida
en un segmento puede ser prolongada periddicamente. Observe-
mos, ademas, que, por ser acotadas las funciones que constifuyen
el sistema trigonométrico, las férmulas (3), que definen los coefi-
cientes de Fourier respecto a este sistema, tienen sentido para
cualquier funcién sumable® (y no sélo para las funciones de cuadrado
sumable). Luego, a toda funcién f€ L, [—n, n] corresponde el
conjunto de sus coeficientes de Fourier y su serie de Fourier

o
F(x) N.'.ZL-]-Z a, cos nx - b, sen nx.
n=1

Pasemos ahora a examinar el problema acerca de la conver-
gencia de esta serie en un punto dado x hacia el valor de la
funcion [ en ese punto. Tomemos

S,,(x]=%+ Ea,coskx+bksen kx. 1
k=i
Transformemos primeramente S, (x) sustituyendo en (4) los coe-
ficientes a, y b, por sus expresiones integrales (3). Designando
la variable de integracién con { obtendremos

5, (x):%{ S F() [é-+ kEI cos kx cos &t + sen kx sen kf] di=

=z {0 [§+ p cosk(f-——x)l dt.

k=]

Empleando la férmula bien conocida®
a1

sen
2

u
%+cosu+0052::+...+cosrzu= ) (5)

25&11%

1 En este caso, claro estd, no hacemos ninguna afirmacidn acerca de
la convergencia de la serie (2) para una funcién sumable cuzlquiera.
21 Para obtener esta férmula basta sumar las igualdades

eni—-]—-2sen-f-
¥ g=13 T

en o sen = ==cos u-2 s8N —
e, P 7’

—1 u
56N - t— §eNn = =03 nu-2 sef -
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enconframos
' A sen@(r—x}
S,,(x)z—j‘ F () ——————4dt. (6)
td 2 sen r;x

Tomemos {—x=2z. Teniendo en cuenta que bajo el signo de
la: integral (6) figura wna funcién periédica de periodo 2m, de
manera que su integral en: cualquier segmento de lontitud: 2n
tiene el mismo valor,-podemos- conservar, al realizar la integra-
cion respecto a 2z, los mismos extréemos —mn y m. Tendremos -

1 c se"?'ﬁ“;:—l'z
S,,{x)s? g f{x—'.—z)———-z—dz.
P 25en§
La funcidn
, Sm?n;—l 5
D, ()= g —2—
sen?

es llamada ndcleo de Dirichlet. De la igualdad (5) se desprende
inmediatamente que cualquiera que sea n

SD,,(z)dz=1.

-1

Empleando este resultado, podemos representar la diferencia
S, (x)—f(x) en la forma

sen M z
[ (x+ 2 —F (1)) — 25—

sen

dz. (7)

Ty

Sy () —F () =5

|

M
De esta forma, hemos reducido el problema de la convergencia
de S,(x) hacia f(x) al problema de la convergencia de la in-
tegraf (7) hacia el cero. El estudio de esta integral se basa en
el lema siguiente.

LEmA. Si @ es una funcion sumable en el segmento [a, b}, entonces
b
lim Scp(x}sen pxdx =0,
0= o a

15*
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DEMOSTRACION, Si ¢ es una funcién continua diferenciable, tene-
mos, integrando por partes, (para p-— co)

b

Stp (x)sen px dx= —p(x) c—oiﬁ

a

]
b (w0 a0, (®)

Sea ahora ¢ una funcién sumable arbitraria en {a, b]. Como las
funciones continuamente diferenciables (incluso solamente los
polinemios) son siempre densas en L, [a, b], cualquiera que sea
e > 0 existe una funcién continuamente diferenciable g, tal que

&
fle—naldr < 5. ()

Tenemos
b
S @ (x)sen px dx

a

< +

b

‘S [ ()~ {x)] sen px dx
’ b

S g, (x)sen px dx

a

b

Aqui el primer sumando del miembro derecho es menor que -g- ,en

virtud de (9), y el segundo sumando tiende a cero para p-— oo,
debido a (8). El lema queda demostrado.

Es facil demostrar ahora el siguiente criterio suficiente de
convergencia de la serie de Fourier.

TEOREMA 1. S | es una funcion sumable y para x fijo existe la
integral

&
flx-+t)—F(x)
j‘ofau (10)

para algdn wvalor de 8 >0, las sumas parciales S, de la serie
de Fourier de la funcion | convergen en este punto x hacia f{x).

DEMOSTRACION. La integral (7) se puede escribir en la forma

ii‘f{xw)—nx) 2 sen22Etl 4. (11

n 2z z 2
Zsen?

-
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Si la funcién
flx+2)—f(x)
z
es integrable (respecto a z) entre—8 y 8, fambién es integrable
en todo el segmento [—n, n] (va que f€L, [—m, m]). Luego,
es integrable también la funcién
[xta—i(x) 2

-4

4
2 sen =
por lo tanto, se puede aplicar a la integral (11} el lema detnos-
trado, obteniendo asi que esta integral converge' a cero -para
n-—co. El teorema queda demostrado.

Observaciéon 1. La condicién de la existencia de la integral
(10) es conocida como condicion de Dini. Ella se cumple, en
particular, cuando la funcién f tiene en el punto dado x derivada
finita o, por lo menos, derivada a la izquierda o a la derecha.

Los razonamientos realizados al demostrar el feorema 1 son
vilidos asimismo, si, en vez de la condicion de Dini, se exige
la existencia de las dos inlegrales siguientes:

n _ )]
j fx -I—ﬂ:f x—0) 4, y S!(x-}--ZJZ-NX-l-i} dz, (12)
~b 0

donde f(x—0) y f(x-+0) son los limites a la izquerda y a la
derecha, respeclivamente, de la funcion f en el punto x (se
supone que x es un punto de discontinuidad de primera especie
para f). En efecto, considerando la diferencia

S, () — LEFOLHE=0)

que puede ser representada en la forma

0

i 2n--1 »
f.l(‘ g e+ 3)—f[1—0)]~——22—-dz =
% QS?II?

-7

v 2n4
1 s ——2
+'J'T'S‘ (flx+2)—f(x "‘0)]_“‘2—’(12.
Esenf

15%m 2150
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vemos que si existen las integrales (12), esta diferencia tiende a
cero para — oo, De aqui se obtiene el teorema siguiente sobre las

ici ficientes de de la serie de Fourier,
que suele darse en los cursos de Analisis.

‘Supongamos que | es wna_funcitn acotada de_periodo 2 que
tiene solamente discontinuidades de primera especie y supongamos
que f posee en cada punio derioadas a la izquierda y a la derecha.
Entonces, s serie de Fourier converge en todo punto y su suma
es igual a f(x) en los puntos de continuidad y a Lt L1E=0)
en los puntos de discontinuidad.

bservacion 2. EI nicleo de Dirichlet D, (2), que ha desem-
pefiado un papel 1 en nuesiros i es una

én que toma en el punto z=0 el valor Z5EL y que oscila

fun
ripidamente para valores grandes de n (fig. 23). EI sentido del

teorema demostrado mas arriba consiste en que para una funcion f,

Y

FIG. 23

que satisface en un punto dado ¥ la condicién de Dini, el aporte
fundamental para grandes n en la integral

2

§Fx+2) D, () dz
corresponde solo a una pequefia vecindad del punto x, cuyas
dimensiones tienden a cero para n-—co. Se puede decir que los
niicleos de Dirichlet D, forman una Sucesién de funcionales que
converge débilmente hacia la 8-funcién en el conjunto de fun-
ciones  que pueden ser desarrolladas en serie de Fourier.
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Esta claro que la sucesién {D,} no converge hacia ningfin limite
en el sentido habitual de convergencia de funciones y es por esto
que no hemos podido aplicar al estudio de la infegral (7) los
teoremas tipicos sobre el paso al limite bajo el signo de la integral.

Observacion 3. La condicién de Dini que garantiza la conver-
gencia de la serie de Fourler puede ser sustituida por otras con-
diciones; pero, no puede ser simplemente omitida en el teorema 1. En
efecto, incluso entre las funciones continuas existen funciones tales
que su serie de Fourier diverge. en algunos puntos. Entre las
funciones sumables existen tales que |a serie correspondiente de
Fourier diverge en todo punto {A. N. Kolmogérov}). Ya en 1915
N. N. Luzin planted el problema siguiente: cexisten en L, fiin-
ciones cuya serie de Fourier diverge en un conjunto de medida
positiva? Como lo ha demostrado Carleson (en 1966) tales fun-
ciones no existen.

La existencia de funciones continuas para las cuales la serie
correspondiente de Fourier no converge en todo punto se desprende
facilmente de los teoremas generales sobre la convergencia débil
de funcionales. Observemos, ante todo, que

T

S|D,,(z)| dz— oo para it — co. (13)

-1
Efectivamente, el numerador de la fraccion
| a4l
[sen g Z‘
| Dy (2}| =

Qn!sen—zg‘
es igual a 1 en los puntos en los que

2n-+1

= z:f\'k+’?;}n, k=0, 1, ..., n (14)

Construyamos alrededor de cada uno de los puntos z, defini-
dos por la condicién (14), el intervaio

2n4-1 1 ;
b, Bllca, )
La longilud de cada uno de estos intervalos es, evidentemente,
04
igual a ET(?E-:—'IT En cada uno de estos intervales, {senz"'z""z|

es no menor que 7. Estimemos la magnitud de senZ en estos

2
mismos intervalos, Tenemos
— z b2k BN s S S
snp<y<yg(gn+z3)i=F) <zhw

154
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Luego, la integral de |D,(2)}, tomada sdlo respecto a los in-
tervalos definidos por la condiciéon (15), es mayor que la suma

I R, B A
EE2 h1 3@aL-1) " 6n Sy k1"
k=0 Zafin k=0

L

Esta suma tiende a co para n— oo. De agui se deduce (13),
La relacién (13) significa que las normas de las funciones D, no
estan acotadas en su conjunto en el espacio de funciones conti-
nuas. Pero, entonces, en virtud de} teorema sobre la convergencia
débil de funcionales, esta sucesion no puede converger débilmente
en el espacio de funciones continuas, esto es, existe una funcion
continua f para la cual no existe

lim 5 D, (x) f (x)dx.
LR _a

2°. Condiciones de convergencia uniforme de la serie de Fou-
rier. Hemos encontrado las condiciones suficientes para que la
serie de Fourier de una funcion f converge en todo punto. La
clase de funciones que satisfacen estas condiciones es muy amplia:
incluso la condicion de continuidad de la funcion no es necesaria
para poderla representar como la suma de una serie trigonome-
trica que converja en todo punto. La situacién resulia distinta,
si nos interesamos por las condiciones de la convergencia uniforme
de la serie de Fourjer. Estd claro que si la funcidn f(x) tiene al
menos una discontinuidad, su serie de Fourier no puede conver-
ger uniformemente hacia ella ya que la suma de una serie uni-
formemente convergente de funciones continuas es siempre una
funcién continua. Luego, la continuidad es una condicidn necesaria
(pero, no suficiente, por supuesto) para la convergencia uniforme
de la serie de Fourier.

El teorema siguiente ofrece una condicién suficienie sencilla
para que la serie de Fourier converja uniformemente.

TEOREMA 2. 8 una funcion [ de perivdo 2n es absolutwmente
continua y la derivada de [ pertenece a L,[—na, x], la serie de
Fourier de la funcion | converge hacia f uniformemente en toda
la recta.

pEMOSTRACION. Designemos mediante a, y b, los coeficientes de
Fourier de 1a funcion f'. Como [ es absolutamente continua, se
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puede aplicar a la integral ;

a,,:% Ef(x)cosnxdx

-1

la férmula de integracién por partes. Obtenemos
a,,=~‘_1—l- Sf(x}cosnxdx:
-

=t fy=RneF i Sf’(x)senmdx=_..‘f”+
-n

—a n

-7 an
y andlogamente
oo ;
o o
b= 'B f(x)ysennydx = ==
-

Luego,
L b . r
~ b,
3 (a4 6 1= X Lol Laal (16)
a=1 n=l
La serie numérica
|% |+ X el +i6. (17)

L= T
i n=1
es, evidentemente, una mayorante para la serie de Fourier de la
funcion f. De (16) se desprende que la serie (17) converge!.
Entonces, por el criterio de Weierstrass, la serie de Fourier de
la funcién [ converge uniformemente. Queda por demosirar que
la suma de esta serie es f. Sea ¢ la suma de la serie de Fourier
para la funcién f. En tal caso « tiene los mismos coeficientes
de Fourier que tiene f. Como ambas funciones son continuas, de
aqui obtenemos que f=-gq.

La condicién de convergencia uniforme de la serie de Fourjer
de una funcién f puede ser enunciada en una forma analoga a
la condicion de Dini, a saber:

o
- R e 1 N .
Y En efecto, —-ﬂ"—=g3 b,,'-‘-[-F , donde "Emlb,.”‘c w debido a la
designaldad de Bessel. Analogamente para E"’Jl g
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Si [ es una funcion sumable acotada en un conjunte E={—sm, x|
y la condicién de Dini se cumple en E uniformemente, esto es, para
fodo e > 0 existe un 8 >0 tal que

&
(Uta—t@lg,
4 T

simultdneamente para todos los x € E, la serie de Fourier de lua Jun-
cion [ converge uniformemente en E hacia esta funcién.

La demostracién de este teorema se basa en el lema siguiente
que constituye una acentuacién de!l lema demostrado en la
pag. 451.

Si B es un conjunto de funciones swmables compacto en la
métrica de L,[~— m, =), enfonces, cualquiera que sea &> 0 existe
un N=N (e) tal que ‘

¢ I

{7 () sen Mdt]<e

a

para %= N () y para todas las f€ B a la vez.
Para demostrar el lema tomemos en B una %-red finita @,,
..., @ Y escojfamos N de manera que

b
Slp;(!}sen}.tdt <%. i=1, 2, ..., k, para h=N.
a

Si ahora f es una funcién cualquiera de B, tenemos para cierto !
IF—o:ll <5

Yo consecuenfemente,

b
{ (F—q)senitdt|<e.

]
( Ft)sennzat

@

+

']
QISQDI{!)sen?.tdt

Esto demuestra el lema.

La aplicacion de este lema a la demostracién del teorema 2
se basa en que, como es facil de demostrar, el conjunto de fun-
ciones

@, ()= i (x'{"? —f (x}

es compacto.
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Hasta aqui hemos hablado de funciones definidas en el seg-
mento [— @, w]. Esta claro que todo lo expuesto puede ser ex-
tendido automaticamente a las funciones definidas en un seg-
mento de una longitud arbitraria 21

Ademas, también en el caso de varias variables independientes
se pueden enunciar tanto las condiciones suficientes para la con-
vergencia de la serie de Fourier en todo punto como las condi-
ciones de la convergencia uniforme de la serie de Fourier. No
vamos a detenernos en estas condiciones.

' § 2. TEOREMA DE FEJER

1°, Teorema de Fejér. Sea f una funcién continua en la recta
de periodo 2n. Esta funcion se determina univocamente por su
serje de Fourier

”
i1, .l
‘5"*‘}_“:: cos ny-- b, sen ax. (1)

n=1

En efecto, si f, y [, son dos funciones continuas que tienen los
mismos coeficientes de Fourier, entonces f,—Ff, es una funcién
continua igual a cero en casi todo punto, es decir, idénticamente
igual a cero. Sin embargo, como la serie de Fourier de una fun-
cién continua no es necesariamente convergente, no podemos
oblener la funcién f sumando direclamente su serie de Fourier.
Un método de reconstruccién de una funcién continua a partir
de su serie de Fourier ofrece el teorema que damos a continua-
cion, demostrado por Fejér en 1905.
Sea
']
Si(x)— aé,_ -+ Z a,;cos fx - bysen jx (2)

j=1
la suma parcial de la serie de Fourier de la funcion f. Tomemos

Sﬂ{x)'I' Sl.(x)'T i _:Su—l.(x]

G, {X} = i

(3)

Las medias aritméticas o, de las sumas Sy se llaman sumas de
Fejér de la funcidn f,

TeoreMa 1 (Fejér). Si f es una funcién continua de periodo 2w,
la sucesion {o,} de sus sumas de Fejér converge hacia [ uni-
Jormemente en foda la recta numérica.

DEMOSTRACION. Empleemos la representacion integral (6), obtenida
en el pardgrafo anterior para las sumas parciales de la serie de
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Fourier,

Introduciendo estas expresiones en la igualdad (3), oblenemos la
siguiente expresién para a,(x):

L g, 21
1 ~ _1 sen —5 (—x
ﬁn{‘\f):m \ Z s P S f(f)df,
A sen —5—

que medianie la formula®

W1

Z sen (2k |- 1) o == sen® nu
k=0

senu

puede ser reducida a la forma

xT ;! f—xh 2

1 | senn —2-—
Sul¥)=gm Y| —7=¢ fieyde. (4)

=T \\ o N

La expresién
| II:'seu n %\'-._ i

‘Dn {Z) = m' e z | (5]

e s

g

es el asi llamado ruicleo de Fejér. Tomando {—x =z y teniendo
en cuenfa que el valor de la integral de una funcion periddica
en un segmento de longitud igual al periodo es siempre el mis-
mo, podemos escribir (4) en la forma

0, (0= {f(x+2)®,(2)dz. (6)

Debemos demostrar que para n—-oo esta expresién converge
uniformemente hacia f (x). Sefialemos primeramente las propiedades

1 Esta formula se obtiene facilmente sumando respecto a k las igual-
dades 2 sen {2k~ 1) u-sen u=cos 2ku—cos 2 (k- 1) u y realizando transiorma-
ciones trigonomélricas elementales,
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siguientes del nicleo de Fejér:
) @,(x)=0,

2) (o, )dz=1,

3) para todo o> 0 fijo y n— oo tenemos

bl
{@,(2)dz={ @, (2)dz=,(8) 0.
-1 ]

La primera de estas propiedades es evidente; la segunda se ob-
tiene directamente de la igualdad (6), si tomamos f(x)=1y ob-
servamos que para esta funcién o, (x) =1 para todo n; finalmente,
la tercera propiedad se desprende inmediatamente de que para

. . -]
6z ase tiene sen 4 2 V. consecuentemente,

/ 25
| SEnN N 5

2 )< (@)

: SI?HE 4

Tomando en consideracion estas propiedades del nicleo de Fejer
no es dificil demostrar el teorema. Como f es una funcién con-
tinua y periddica, es acotada y uniformemente continua en toda
la recta. En olras palabras, exisle una constanie M tal que para
todo x

<M D

y, ademds, para todo & > 0 existe un & > 0 tal que

e —1 ()| <5 )

siempre que
jx"—x"] < 6.

Para demosirar el teorema debemos estimar la diferencia

f{x) —0, (x) T S [lf (":)_f (,{':" Z)] d)n (Z] d."_’,
T

=7

que puede ser represeniada como suma de las tres integrales
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siguientes:

-
= {fF 00— (-2} @, (@) dz,
-';
J,= gif(x)—ft,v+z>}wn(z)dz,
Jo=§ {00 —F (v + 21 @, (2) dz.
[\

De (7) y (8) se obtienen directamente las estimaciones siguien-
ies:
lfl I QQM]LI (5)n

12| <2Mn, (8),
&

RARS BLICLES 2

Escojamos ahora n, tan grande que para nzzn, y un § dado
se cumpla la desigualdad

2Mn, (8) < % -
Entonces,
o B [ g
1 f x)—a, (x} I ~F '1"4‘“‘1“?-—8

y de aqui, debido a la arbitrariedad de e, se desprende la afir-
macion del teorema.

Observemos que en la demostracién han sido empleadas sola-
mente las propiedades 1), 2) y 3) del nicleo de Fejér. Esto
permite obtener diferentes generalizaciones del leorema | (véase
el punto 3 de este parigrafo).

2°, Complitud del sistema trigonométrico, Teorema de Weiers-
trass. Del teorema de Fejér se desprende la complitud del sis-
tema de funciones trigonomeétricas en el espacio L,[—m, n).
Efectivamenie, de acuerdo con esie teorema cualyuier funcion
continua es el limite de una sucesiéon de polinomios trigonomé-
tricos o, convergente uniformementie (y, por lo tanto, también en
media), Como las funciones continuas son siempre densas en L.,
de aqui se deduce la complitud del sistema trigonométrico.

El teorema de Fejér puede ser considerado como un comple-
mento del teorema de Weierstrass sobre la aproximacién de fun-
ciones continuas mediante polinomios trigonométricos: este altimo
afirma que toda funcion continua periédica es limite uniforme
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de cierta sucesion de polinomijos trigonométricos, mientras que
el teorema de Fejér indica una sucesion concreta con esta pro-
piedad, la sucesion de sumas de Fejér (3). Del teorema de Weiers-
trass sobre la aproximacién uniforme de una funcién continua
periodica mediante polinomios {rigonométricos se deduce facil-
mente el segundo teorema de Weierstrass, esto es, el teorermna
sobre la aproximacién de cualquier funcion continua en un seg-
mento [a, b] mediante polinomios algebraicos. En efecto, si f(x)

es una funcion de este tipo, 10mandd=t-_'—;§:—':-‘n,é=és decir, x =

= ﬂ;—_@+a, obtenemos una funcién ¢ (¢) dé ¢t definida en el

segmento [0, ]. Prolonguémosla primero al semisegmento ' — =, 0],
tomando ¢ (~—¢)=¢(#), v después, por periodicidad, a toda la
recta. Construyamos ahora un polinomio trigonométrice 7T, que
verifique la condicién

| T. ()= ()| < 4 para todo ¢.

Ahora bien, todo polinomio trigonométrico puede ser desarrollado
en una serie de Taylor que converge uniformemente en cualquier
intervalo finito. Sea P, la suma parcial de la serie de Taylor
para T, tal que

an(f]‘-"P,.{f)f‘(—;- para 0<Cf<n.

Entonces,
9 ()—Pa(t)| <o para 0t <.

Efectuando en P, (f) la sustitucién ¢=3— =, obtenemos un po-
linomio Q,{x) que satisface, evidentemente, la condicién

[F)—Q,(x) ] < e para a<<x<h.

3% Teorema de Fejér en el caso del espacio I;. En el teorema de Fejér
seha logrado alcanzar cierta simetria entre la hipdtesis v la tesis del tearema,
El hecho de que una funcién f pertenezca al espacic Ci—., . de funciones
continuas impliea que las sumas de Fejér, correspondientes a ellla. converjan
hacia | en la métrica de ese mismo espacio Ci—,, 5. Los leoremas analogos
se pueden obtener también para otros espacios funcionales, en particular,
para el espacio L, [—=x, x]. Hablando con més rigar, liene lugar er siguiente
teorema que es natural llamarlo teorema de Fejér para funciones sumables:

Si f es una funcién sumable en el segmento [—n, T), sus sumas de Fejér
convergen hacia | respecto a la norma del espacio Ly [—, a].

La demostracion de este teorema se puede oblener mediante razonamienlos
préximos a los expuestos en el punto |. No los daremos aqui pero si indi-
caremos un resuitado importante que se desprende del ieorema de Fejér para
furiciones sumables:
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Toda funcién sumable se determina univocamente (salvo una equivalencia)}
por sus coeficientes de Fourier,

En efecto, sean [ v g dos funciones sumables que tienen coeficientes de
Fourier iguales. Entonces, todos los coeficienies de Fourier de la funcién
f—g son iguales a 0. Luego, son iguales idénticamente a cero también
{odas las sumas de Fejér para f-—g. Consecuentemente, el limile de ellas,
Ly, esto es, Ta funcidn f—g, es 0 en casi toda punto.

§ 3. INTEGRAL DE FOURIER

1°, Teorema fundamental. En el § 1 se han encontrado las
condiciones en que una funcion definida en un segmento finito
(0, que es lo mismo, una funcion periodica en foda ia recta)
puede ser desarrollada en la serie convergente de Fourier, es decir,
puede ser represcntada como superposicion de ondas armonicas.
Tratemos ahora de extender este resultado a funciones no perio-
dicas. Como veremos, bajo unas condiciones adicionales bastante
enerales, es posible obtener esta representacion sélo no mediante
nna serie, sino mediante una integrat, la asi llamada integral
de Fourier.

Comencemos por unas consideracjones sugesiivas formates.
Sea f una funcién que en cada intervalo finito satisface las con-
diciones que garantizan su desarrollo en la serie de Fourier. En
otras palabras, supongamos que J es sumable en cualquier inter-
valo Finiio y que verifica en todo punto la condicién de Dini.
Considerando f, digamos, en el intervalo (—I, I), podemos escribir
el desarrollo de esta funcién cn la serie de Fourier:

fx)="52 43 aycos "f;' x-f bysen k% . (1)
k=

Sustituyendo aqui a, y b, por sus expresiones
! !
= S,f{t)dz. a,=— jf(t}cos%ﬁidi,
=1 =1

1
b,,=~i,- jlf(:)senf?-m.

obtenemos

I =
fo)=o (FO@+ Y +
' L3

kn

[ () cos 7

xcos =ttt +

s

aly
!

i
+ S,f(r)sen’ijlxsen’f‘}xd:,
i
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= i
+%k=l 5{{(!)[cos'fi‘ixcos?t—{—seng?-xseni’{l4 df =
Lo | v : B
=5 jf(f)di+gz—':—jf(t}cos{i‘(z_x)dt_ (@)
At k=1 21

Completemos las suposiciones hechas respecto a la funcién f con
la siguiente: esta funcion es absolutamente integrable en toda la
recta, es decir,

§1F(o]dt << . (3)

Pasemos en la igualdad (2) al limite para {.-— oo (por ahora de
una manera formal}. Debido a (3}, el primer sumando del miembro
derecho de la igualdad (2) tiende a cero para [ - - co. El segundo
sumando puede ser considerado como la suma integral (referida
a lodo el intervalo infinito) de ia integral

\ F(ryd.
de la funcidn
1A
Foy= fycosnr—x,
my’

si tomamos k=% y Ak==7 . Luego, el paso formal al limite

para [ — oo en (2) lleva a la igualdad

L3

Fy==Vdn | feycosh t—xnat. (4)
¥

Esta es precisamente la representacion deseada. Designando

1

(s

[ fycosheds, b,=1 j' F (¢)sen it di,

la igualdad (4) puede ser representada en la siguienie forma ana-
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loga a la serie de Fourier:

f(x)-ﬁ (@, c0s 3x -+ by sen Ax) dh. (5)

Por ahora hemos obtenido fa igualdad (4), llamada férmula
de Fourier, mediante el paso formal al limite. La validez de este
paso (con Tas suposiciones hechas respecto a la funcién f) puede
ser argumentada; sin embargo, es mas simple demostrar la igualdad
(4) directamente. Demostremos, pues, el teorema siguiente.

TEOREMA . Si una fancion [ es absolutamente infegrable en foda
la recta y verifica la condicion de Dini en un punto x, tiene
lugar la igualdad

flx)= F{tycos A ({—x)di.

1
T

l:)t_..--;g
L--'";aﬁ

i
8

pENOSTRACION. Designemos
A

J )=~ {ar j F(tycos . (t—x)dt. (6)
¥

-

Debemos demostrar que lin J(A) existe y es igual a f(x). Como f

es absolutamente miegrable, la integral interior en (6) converge y,
ademas, uniformemente, para todos los valores de . Por lo tanto,
aplicando el teorema de Fubini, podemos cambiar el orden de
integracion en la infegral reiterada (6). Esto nos da

A

Jay=1 j' dt élf(!)cos (f—x)dh = j‘; y=nAl—D gy,

Poniendo {—x =z, podemos representar esta integral en la forma

o
3 sen Az Az

JA=7 | | fepay it o)

Valiéndonos ahora de la conocida igualdad

=
1 [ sen Az
n 2z
—c

dz=1 (A>0),
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podemos escribir la diferencia J(A)—f(x) en la forma
HA—fw=1 § [etD =T ¢ gen Azds. @)

Consideremos la integral del miembro derecho de esta relacién
como suma de tres componenties

N
J(A)——f(x]:—:( 5 '”x—'é'il—_—fﬁsen Azdz -+
-N

! flx+2) flx) [ sendz
+';‘._' —z—""'_seﬂ AZ dZ__— e S z—a‘,z.
fzlz N |zl N

Como el segundo y el tercer {érminos del miembro derecho son
integrales convergentes, cada uno de ellos puede ser hecho menor

que = si se escoge suficientenente grande el nimero N. Final-
5 g

mente, ¢l primer sumando del miembro derecho tiende (para N
fijo) a cero cuando A— oo (en virtud del lema del § 3 y de la
condicion de Dini). Consecuentemente, obtenemos

Alim (J (D—f(x) =0,

que es lo que se queria demostrar.

2°. Forma compleja de la integral de Fourier. Puesto que en
la formula integral de Fourier (4) la integral inferior es una
funcion par respecto a A, podemos escribir esta formula asi:

- x

F=g § & § foycosn—xat. ©

Ahora bien, la integrabilidad absoluta de la funcién [ implica

que la integral S f(f)senh (f —x)df exista y sea una funcion

impar respecto a A. Por lo tanto,

-

% B' dh S fuyseni (i —x)dt =0, (10)

-

si la inlegral respecto a J se comprende aqui en el sentido del
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&

valor principal, esto es, como lim S . Sumando a (9) la igualdad
Nom n

(10) multiplicada por —i, obtenemos

Jy=g §dr § fye-ne-nar.

.
-%

Esta igualdad serda llamada [formula compleja de Fourier.

§ 4, TRANSFORMACION DE FOURIER,
SUS PROPIEDADES Y SUS APLICACIONES

1°, Transformacion de Fourier y férmula de Inversion. La
formula integral de Fourier puede ser transformada del modo
siguiente. Tomemos

gir) — S Fye-tdf, (1}
Entonces "
f{.x‘)_-.-;—n j’g[}.)eﬁ-rd:«., (2)

Notemos que Ja férmula (1) tiene sentido para cualquier funcién
| absolutamente integrable. Es decir, mediante la formula (1)
a toda f€L, (—oo, oo} ponemos en correspondencia una funcion
determinada g definida en toda la recta numeérica. Esta tltima
se llama fransformacion de Fourier de la funcidn inicial j. La
formula (2) que expresa [ a través de su transformacidén de Fou-
rier se llama férmula de inversion de la transformacion de Fou-
rier. Conviene prestar atencidn a la semejanza que existe entre
las férmulas (1) y (2). La segunda difiere de la primera séio en

el signo de la exponente y en el coeficiente El; delante de la

integral. Podriamos alcanzar una simetria alin mayor, si hubié-
seimos tomado

gW =5 | Te-edx. ()

La formula de inversion tendria entonces ia forma

Lo
Fo =75 | emera, (@)

es decir, la diferencia consistiria sélo en el signo de la exponente.
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Sin embargo, a pesar de la semejanza exterior de las férmu-
las (1) vy (2), son sustancialmente distintas: en la primera, la
integral existe en el sentido habitual (ya que f€L, {—o0, o0),
mientras que en la segunda, sélo en el sentido del valor princi-
pal. Ademds, la igualdad (1) es la definicion de la funcion g,
mientras que la igualdad (2), que constituye una forma de la
férmula integral de Fourier, contiene la afirmacion de que la
integral que figura en su miembro derecho es igual a la funcién
inicial f. Como hemos visto ‘mds arriba, para que esta igualdad
sea valida, la funcién f, ademas de ser integrable, debe verificar
unas condiciones adicionales, digamos la condicién de Dini.

Observacién. Hemos definido la transformacién de Fourier g
para toda funcién f de L, (—oo, o0) y hemos demostrado que
una funcién f, que en todo punto cumple la condicién de Dini,
puede ser expresada mediante g a través de la férmula de inver-
sién. La situacion aqui es totalmente anélog]a a la que tiene
lugar para las series de Fourier. En efecto, los coeficientes de
Fourier

= % Flxye-f=dy

=

estén definidos para toda f€L,[—m, n]; sin embargo, la con-
vergencia de la serie de Fourier

{nx
ngﬁ (-'ne
(que desempeiia aqui el papel de la férmula de inversién} puede
ser garantizada solamente bajo ciertas condiciones adicionales
(condicién de Dini). Al mismo tiempo, para la transformacién
de Fourier (lo mismo que para la serie; véase el final del § 2)
tiene lugar el resultado Isiguiente: si para una funcion
fE€L,(—o0, o0} se tiene

(Fine-max=0,

es f{x)=0 en casi todo punto. En efecto, observemos, en primer
lugar, que de la igualdad anterior se desprende que para todos
los ¢ y A reales es

§ e+ ne-edc=0.
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Pongamos ahora
3
@ (%)= S f(x--8)dt,
0

donde & es un nimero real fijado. Empleando el teorema de
Fubini y la condicién a la que se ha sometido la funcidn f, es
facil ver que la funcidén ¢ (que también pertenece a L, (—oo, oo}
safisface la misma condicion, esto es,

w

{oe-mdx=0

-

para todo % real. Pero, la fupcién ¢ és, como se comprueba
facilmente, una funcidén absolutamente continua en cada segmento
finito y, por lo tanto,.tiene derivada finita en casi todo punto.
En particular, esta funcién satisface en casi todo punto la con-
dicién de Dini. De manera que, en virtud del teorema 1 del
§ 3, se anula en casi todo punto ya que su transformacién de
Fourier es el 0 idéntico. Pero, ¢ es continua; luego, ¢(x)=0.
De aqui se desprende, en particular, que para todo E real

(Fyar=o
1]

y, por consiguiente, f(x)=0 en casi todo punto.

Consideremos algunos ejemplos.

1. Sea f(x)=e-¥!x], y > 0. Busquemos la transformacion de
Fourier de esta funcidén: Tenemos

g{h):l Sg“?|_‘ig—m—'dx==

o
= S e~¥l*xl(coshx—isenhix)dx =2 S e~V cos Ax dx.
]

—t®

Integrando dos veces por partes, encontramos

2
8(M=m

| para |x[=la,

”x)={ 0 para |x|>a.
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Entonces,

- a e p =k
g\ = S'Hx} eihx dy = ‘S' e—a,\xdx=9l_a"'_._=?ﬁ%m .
g -a

(Conviene prestar atencién a que la funciéon g no pertenece, en
este caso, a L,(—o0, oa)).

3. Sea f{x]:x,_:_—a,. Entonces,

g)= § e 5. 3)

Lo mas sencillo para calcular esta integral es emplear la teoria
de residuos. Supongamos primero que A > 0. Completando el eje
real, respecto al que se toma la integral (2), mediante una se-
micircunferencia de radio indefinidamente grande, situada en el
semiplano inferior (esto es, en el semiplano donde la exponente
e-#+ tiende a cero), obtenemos que la integral (3) es igual a la
suma de residuos del integrando en el plano inferior dividida

5 - T 5 F 5
por 2ni. La funcién J;—+E—§ tiene en el semiplano inferior un

polo de orden 1 en el punto x==—ai. El residuo en este punto
se calcula de acuerdo con la siguiente regla conocida: si
f{z]:ﬂfl), @la)=0 y y(2) tiene en el punto z=a un cero de

Pz
primer orden, el residuo de la funcién [ en el punfo a es igual a

;’f,{::g). Luego, obtenemos en nuestro caso que

1 —=dh -dh
g(l):—ﬁ?s:ﬁ:fﬁ para & > 0.

Para A < 0 obtenemos analogamente (considerando solamente
el semiplano superior en vez del inferior)

aah

Es decir, resumiendo,
e~al

=" (oo hE o)

qna
4. Pongamos f(x)=e-**". Tenemos

ghy= Se'“’e"\"dx. (4)
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El infegrando representa aqui una funcion analitica que no tiene
singularidades en ninguna parte finita del plano. Por lo tanto,
en virtud del teorema de Cauchy, la integral (4) no cambiard
de valor, si, en lugar de tomarla respecto al eje real, se toma
respecto a cualquier recta z=x- iy(y=const) paralela a este
eje. Es decir,

g{?u} i Se-ct:\:*-l‘y\‘ =M+ iy =

— gay® iy S p-axt=2aizy ~IAx ¢ = pay 4y j e-asT=ixtzay+h gy

Escojamos ahora la constante y de manera que se anule la parle
imaginaria en la exponente del integrando, esto es, tomemos

—A
Y= Entonces

12 "

a2 he i
_ETE [ ety o7 )T
gy =e Jeretde—e z,

-3
w - —
va que (e-‘“"dx: ‘/ e
% 8

; 1
En particular, tenemos para a=-

Fy=e *, g)=V2me 7,
2
es decir, la funcion e ® corresponde a si misma (salvo un coe-
ficiente constante) en la transformacidén de Fourier.

2°. Propiedades fundamentales de la transformacidn de Fourier.
De la formula (1) que define la transformacién de Fourier se
desprenden varias propiedades de esta transformacién. Considere-
mos estas propiedades. Para abreviar, designaremos mediante el
simbolo F ﬁ’] la transformacién de Fourier de la funcién f. En
otras palabras, designamos mediante F el operador lineal, defi-
nido en el espacio L,(—o0, o0), que pone en correspondencia a
toda funcidn de este espacio su transformacién de Fourjer .

1. Si una sucesidn {Fﬂ} de funciones de L, {— oo, oc) converge
en la métrica del espacio L,(— oo, oc), la sucesidn de las frans-
{ormﬂciones de Fourier p,=F [f,] converge uniformemente entoda
a recta.

x8 3

1 No perteneciente, en general, a L,.
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Esta afirmacién se desprende inmediatamente de la estima-

cidn evidente -

8, () —ga W< 1 0—Fa () |dx,

2. La transformacién de Fourier g de una funcidn absoluta-
mente infegrable f es una funcion continua acoteda; ademds, g(h)
tiende a cero para |h|— oo.

En efecto, de la estimacién

)

tem|< §1f e

-

se ve inmediatamente que la funcion g=F [f] es acotada. Ahora
bien, si f es ia funcién caracteristica del intervalo (a, b), tene-
mos para ella
b
S
g(i)=fertwdx =0

Esta funcién es, evidentemente, continua y converge hacia cero
para |A|— co. Como la operacién F consistente en pasar de [
a-g es lineal, de aqui se deduce que la transformacién de Fou-
rier de cualquier funcién escalonada (esto es, de una combinacién
lineal de funciones caracteristicas de intervalos) es también una
funcién continua que tiende a cero para A — = co. Finalmente,
las funciones escalonadas son siempre densas en L, (— oo, o0) Y,
por lo tanto, si f€L,, existe una sucesién {f,} de funciones esca-
lonadas convergente hacia [ en L,(—oo, oco). Entonces, en vir-
tud de la propiedad 1, la sucesion de funciones g,=F{f,]
converge uniformemente en la recta hacia la funcién g=F[f].
Pero, en tal caso, la funcién limite g es también continua y
tiende a cero para {A}— oo.

3. Si | es absolutamente continua en fodo intervalo finito y
FeL,(—oo, o), tiene lugar la igualdad

F{f'}=i:F[f].

Es decir, a la diferenciacién de una funcién le corresponde (en
las condiciones sefialadas) la multiplicacién de su transiormacion
de Fourier por fh.

En efecto, una funcién absolutamente continua en todo inter-
valo finito puede ser representada en la forma

Fry=F©0)+§ f (t)dt.
a

16 wm 2150
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La inlegrabilidad absoluta de f' implica que la expresion que
figura aqui en el miembro derecho tenga un limite para x-— co
vy ¥ ——oc. Este limite puede ser solamente el cero ya que, de
lo contrario, la funcién f no seria integrable en ioda la recta.
Teniendo esto en cuenta, obtenemos, integrando por partes,

k. o

FIFim= § F"mede=ferets| 21 in§ fayetede=

- -

= iMF [f] (R),

que es lo que se queria demostrar,
Si la funcién [ es fal que f*-? es absolutamente continua

en todo intervalo y [, ..., f® €L, (—oe, oc), oblenemos, por
los mismos razonamientfos, que
F[f®]=GM*F(f]. (5)

4. Relacidn enfre el grado de diferenciabilided de una funcion
y la velocidad de decrecimiento en el infinifo de su transformacion
de Fourier. Dividiendo la igualdad (5) por (ih)* y recordando
que la transformacion de Fourier es siempre una funcién que
tiende a cero en el infinito (propiedad 2), obtenemos que si ['® es
absolufamente integrable, se liene

(£ 7)1 =2 —,

es decir, bajo estas condiciones, F (f| decrece en el infinito mas

rapido que IT\]-]i' Luego, cuantc mas derivadas tenga f en L,
tanto mas rapido decrece en el infinito su transiormacion de
Fourier.

5. Si [" existe y pertenece a L,(—oo, oo}, es absolutamente
integrable F |f].

En efecto, en estas condiciones, F([f] es acotada y decrece
en el infinito mas rdpido que -5. De aqui se desprende la

xS
integrabilidad.

Hemos demostrado anteriormente (propiedad 4) que cuanto
mas. derivadas tenga una funcién [, tanto més rapido decrece
en el infinito su transformacién de Fourier. Es valida también
la afirmacion dual, es decir, cuanto mas rapido decrece f, tanto
mayor grado de diferenciabilidad tiene su fransformacion . de
Fourier. Hablando con més precision:

6. Supongamos que lanto la funcion f(x) como xf(x) son ab-
solutamente integrables. Enfonces, la funcién g=F [[] es diferen-
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ciable y
& (M) =F [~ixf (x)]. (6)

En efecto, derivando respecto a % la integral

5 Flx)e=P=dy
que define g, obtenemos la iniegral

x

—i E x f(x)ePedy
que (debido a la integrabilidad de la funcién xf(x)) converge
uniformemente respeclo a . Luego, la derivada de la funcion g
existe y tiene lugar (6).

Cuando f es tal que son absolutamente integrables las funciones
Fix), xf(x), ..., xPf(x), se puede demostrar con razonamientos
analogos que la funcidn g tiene derivadas hasta el orden p in-
clusive y, ademas,

g (M)=F ((—ix}f ()] (=0, 1, ..., p).

7. Si exigimos que la funcién f decrezca en el infinilo ain
mas rapido, g tendra un grado mayor de diferenciabilidad. Si
x# f(x)€L,{—o0, oo) para todo p, la funcién g es indefinida-
mente diferenciable. Supongamos ahora que ¢*! *1 f (x) € L;{— o0,00)
para cierto & 2> 0. En este caso, g()\)} puede ser prolongada, como
una funcion analitica, del eje real & 4 una franja del plano de
la variable compleja [="h-ip, con la particularidad de que
la anchura de esta franja es tanto mayor cuanto mas grande
sea §. En todo caso, se puede afirmar que g serd una funcion
analitica para {p!-.8. En efecto, la infegral

5 Flx)e-*dx
converge, evidentemente, para |p|< 6 definiendo una funcion
continua que coincide en el eje real con la transformacion de
Fourier de la funcién f. El hecho de que esta funcién es diferen-
ciable para |p|< 6 en el sentido de la teoria de funciones
analiticas se demuesira igual que la propiedad 6.

3°. Complitud de las funciones de Hermite y de Laguerre.
Empleando las ideas expuestas en el parrafo anterior se puede
demostrar que si una funcidn medible | es diferente de 0 en casi
todo punto de un intervalo (a, b), donde —oo<Ca- b0

16*
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y satisface la condicion |[(x)| <L Ce-? %!, donde & > 0, enionces
el sistema de funciones x"f(x), n=0, 1, 2, ..., es completo
en L,(a, b).

De aqui se desprenderd, en particular, que las funciones de
Hermite constituyen un sistema completo en L,(—c0, oo}y las
funciones de Laguerre, en L,(0, oco) (véase el punio 7 det § 3
del cap. VIII).

Demostremos la proposicion sobre la complilud enunciada
mas arriba. Supongamos que el sisterna { x" f(x)} no es completo.
Entonces, de acuerdo con el teorema de Hahn— Banach, existe
una funcién no nula A€ L,{(—oo, oo) tal que

o

(rfh()de=0 (@=0,1,2 ...)

(Hemos empleado aqui el teorema sobre la forma general de
una funcional lineal continua en el espacio de Hilbert; si se
considera el espacio complejo L, (a, b) habra que escribir £ (x)
en lugar de f(x).). Esta claro que fh€L, (a, b); es mds, tenemos
eb1xlfnel (a, b) para cualquier §, < 8. En lo sucesivo conviene
aceptar que a=-— oo y b==co tomando, si es necesario, iguales
a cero las funciones [ y h fuera de (a, b). Sea g la transforma-
cion de Fourier de la I{mcién fh, es decir,

gy= §fmh(yePdx.

De lo explicado anteriormente se desprende que la funcién g
puede ser prolongada, como una funcién analitica, a la franja
ilmZ} < 8. Por otro lado, en virtud de la propiedad 6, todas
las derivadas de esta funcién son iguales a 0 para A=0, de
manera que g{A)==0. Por la propiedad de unicidad demostrada
en el punto 1, de aqui se deduce que f(x)h(x)=0 en casi todo
punto y, consecuentemente, i (x)=0 en casi todo punto ya que
f(x) es diferente de 0 en casi todo punto. Pero, esto contradice
a nuestra suposicién de que k es una funcién no nula. La con-
tradicién obtenida demuestra la complitud del sistema {«"f(x)}.

4°, Transformacion de Fourier de funciones indefinidamente
diferenciables y rapidamente decrecientes. Teniendo en cuenta que
al pasar de la funcién f a su transformacion de Fourier g las
propiedades de diferenciabilidad y de decrecimiento en el infinito
corresponden una a otra, es ficil indicar clases naturales de
funciones que se aplican en si mismas por la transformacién de
Fourier.
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Sea S el conjunto de funciones indefinidamente diferenciables
en la recta, para cadauna de las cuales existe una constante G
(que depende de la funcién f y de los nimeros p y ¢) tal que

|27 [ (%) | < Cpge (M)
Probemos que, si f€Se., también g=F[f]€S,. Observemos,
ante {odo, que de acuerdo con (7) cada una de las funciones
XPFD (x)
es absolutamente integrable. En efecto, como (7) se cumple para
todos los p y ¢, la funcién
xp-! ,f(‘h {x)
es acotada, esto es, x#[9 (x) decrece no mas lento que %; con-

secuentemente, la funcion F[f] tiene derivadas de todos los
¢rdenes. Finalmente, de acuerdo con el punto 2, la sumabilidad
de f(x), g=1, 2, ... implica que g=F[f] decrezca en el

infinito mas rapido que‘mji-q. Consideremos ahora |Jas funciones
(£2)5g"P (B) = (— i) F [(? [ (x)*D];

cada una de las’cuales es acotada por una constante D,,, como
la transformacion de Fourier de una funcion integrable. De
modo que, si f € Sa, también g= F [f] € Se. Viceversa, sea g€Sq;
entonces, de acuerdo con lo demostirado, la funecién

* (0= { g(ye-dx

pertenece a Su. Pongamos f(xlzg%f‘(—-x}. Estad claro que
f€Se. Al mismo tiempo,®por la férmula de inversién
LCP
A=z § F* (x)etsdx,

es decir, g es la transformacién de Fourier de la funcién f€S,-
Luego, la transformacién de Fourier aplica la clase S, en la
misma clase S,. Estd claro que esta aplicacion es biunivoca.

o

EJERCICIO. Sea f ES ¥ Sxﬁf(x)dx=0 para todo p==0. ;Se desprende de
aqui que f(x)=0? B
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5°, Transformacion de Fourier y convolucion de funciones.
Sean f, y [. funciones integrables en toda la recta. La funcién

f=§ 1L® L (x—0dt

se llama convolucion de estas Tunciones. La funcién F{v) estd
definida para casi todo x y es integrable. En efecto, ia integral
doble

(7, @ fulr—8)dtds

existe, ya que existe la integral

PRIACIALIE LY

(véase la observacién al teorema de Fubini en el cap. VI).
Consecuentemente, existe también la integral

§rde= § dx § 7, @) fa(r—8)E.

—-m

La funcion f se designa mediante el simbolo f,=f,. Calculemos
la transformacion de Fourier de la convolucién de dos funciones
de L,. Aplicando el teorema de Fubini y tomande x—E&=m,
obtenemos
£

§ (e Pxdx=

- =

{ S fl{g)fz(x'—‘&,}dg}e'!'lxdxz_

@ | § F—Be s axf e =

g8 g8

l
]

f @){ {1y e-ine-btdn} o =

-

§ fome-an. § f,(®)e-™dE,
es decir,
F|f,#f.) =F [},)-F [fa)-

Luego, la transformacion de Fourier convierte la operacién de
convolucién en una operacién mas simple: la multiplicacién de
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funciones. Este hecho desempefia un papel importante en varias
aplicaciones de la transformacion de Fourier.

6° Aplicacién de la transformacién de Fourier a la solucién
de la ecuacign de conduccién del calor. La aplicacion de la
transformacion de Fourier a ecuaciones diferenciales se basa en
que, segin hemos demostrado en el punto 3, esta transformacion
convierte 1a operacién de diferenciacion en la de multiplicacién
por la variable independiente. Luego, si tenemos una ecuacion
diferencial lineal de coeficientes constantes

gy LaysvL. . ‘Jl‘a'n-:y, +a,y=g(x), (8}

ella es convertida por la transformacién de Fourier en una ecua-
cion algebraica de tipo

(iMfiz +a,(ih)'=32 + ... ~a,_ ihz-Ra,2z = (h), donde g = F|¢].(9)

Sin embargo, este método es poco fecundo en el caso de ecua-
ciones diferenciales ordinarias ya que la solucién de ecuaciones
lineales de coeficientes constantes, a las que puede ser aplicado,
no ofrece, por si misma, grandes dificultades. Ademas, el paso
de (8) a (9) es posible, si la funcién incognita y=y(x) es inte-
grable en toda la recta, mientras que para las soluciones de
ecuaciones lineales de coeficientes constantes esto, como regla
general, no tiene lugar. )

Es de mayor importancia la aplicacién de la transformacion
de Fourier a ecuaciones en derivadas parciales, donde permile,
en ciertas condiciones, reducir la solucién de una ecuacion de
este tipo a la solucién de una ecuacion diferencial ordinaria.
Tustremos esto resolviendo el problema de Cauchy para la ecua-
cion de conduccion del calor. Busquemos para —eo L x < o0 ¥
=0 la solucionde la ecuacién

du{x, £} d*uix, 1)
ot ox*

(10)

que se¢ convierte para =0 en una funcién prefijada «, (x). El
contenido fisico de este problema consiste en determinar la
temperatura de una varilla lermoconductiva infinita para cual-
quier momenlo ¢ > 0, si en el momento inicial =0 su fempe-
ratura en cada punto es u, (x).

Suponiendo que &, (X), ty (X) ¥ #g{x) pertenecen a L, (—o0, oo},
buscaremos la solucion del problema planteado en la clase de
funciones u (x, f) que satisfacen las condiciones siguientes:

1} Las funciones u{x, t), u.(x, ) ¥ u.(x, £} son abso-
lutamente integrables en todo el eje x para cualquier { =0 fijado.
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2) La funcién ¢ (x, {) tiene en todo intervalo finito 0 <t T
una mayorante integrable f(x) (que no depende de ¢):

w

b (e, H<FO), § ) de < oo,

-@®

Realicemos en la ecuacién (10) la transformacién de Fourier
respecto a x. Entonces, en el miembro derecho tendremos

Flug(x, )] =—2n%(}, {), donde v(}, &)=F [ulx, {)],

mientras que en el miembro izquierdo, en virtud de 2), ten
dremos

Flu,] == S (%, £)e"‘"‘dx=-(% 5 w(x, f)e~™dx=uv,(k, 1)

De esta forma la transformacién de Fourier convierte la ecua-
cién (10) en una ecuacién diferencial ordinaria
vk, H=—2nv(A, 1)

bemos ahora buscar la solucién de esta ecuacion que para

y de
t=0 da

Oe (M) =F [uo(x)] = § g (x)e~"dx,
Esta solucion es, evidentemente,
ok, H=e"Py, ().

Ahora, para obtener la solucién del problema inicial, resta
encontrar aquella funcién # (x, ¢) cuya transformacién de Fourier
es la funcién encontrada v (i, f).

Recurriendo al ejemplo 4 del punto 1, tenemos

S ~a] .
¢ F[m&" ]

Por lo tanto,

xr

g ,',,;e“"‘"] -F [uy (x)] =F [2 ,}me'“"m{x)] 1

vk, t)=F[
es decir,

u (x, i):

—E)dE.
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Hemos obtenido la asi llamada foérmula de Poisson para la
solucion de la ecuacién de conduccidn del calor.

7°. Transformacién de Fourier de funciones de varias variables.
El concepio de la transiormacién de Fourier, considerado
anteriormente para funciones de una variable, puede ser extendido
facilmente al caso de funciones de varias variables.

Sea f(x;, X, ..., %) una funcién integrable en todo el
espacio n-dimensional R". Su transformacién de Fourier es la
funcién

g(ll: lﬂl = A”)z

o
- S Sf(-"v Koo e xﬂ)e'-i(x,).,‘i-x.?\,f-...+xnh.ldx‘ e OX
—

n*

Esta integral n-ple, existente de antemano ya que f(x,, x, ...
..., Xx,) es integrable, puede ser representada, de acuerdo con
el teorema de Fubini, mediante la siguiente integral reiterada:

& = -

s B con Bl § fese 5 1 e 3

Ly X)emhdy Ye-tahedy, L. }e‘”n*ﬂdx,,. (1)

En ofras palabras, el paso de una funcién de n variables a su
transformacion de Fourier puede ser realizado aplicando suce-
sivamente esta transformacién a cada variable (en un orden
cuzlquiera). Invirtiendo cada una de las n operaciones sucesivas
que figuran en el miembro derecho de (11), obtenemos la férmula
Fleg xe oo xu}:—'(_g}r)'ﬁ-:]w l .. S {_Sng(ln Bane e

ey Metsabnd) ) ettee s dh, } etrdadh,,

gue puede ser representada mediante una integral n-ple

f(xz‘ Hap vvns xu)“‘(g%)ﬁs
- Sg(hl‘ s v Kﬂ)ei(x‘i.,+x,1,+...+x,,a" dh, ... dig (12)
sin embargo, puesto que la funcién g(,, X, ..., M) puede

no ser, en general, sumable en todo el R*, es preciso indicar
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en qué sentido debe comprenderse esta integral y las condiciones
que deben imponerse & f{x, X, ..., %,) para que sea posible
representar f(x,, x,, ..., x,) mediante la integral (12).

Una de las respuestas posibles a estos problemas la da el
teorema siguiente.

TEOREMA |. Supongamos que la funcion [(xy, %i, ..., x,) es
integrable en todo el espacio R" y salisface las condiciones
siguientes:

Pt Xar oevs Xd—FEn %5 ooon %) [SClG{S )

[Fltyy Xattey -ovy Xd—F(xy % ..oy %)<
< C(x) el

||F(.xll xSI LR T | xn‘}-‘n]'_'f{.xv xs! Ty xu”%

SOl %y o0 s =)l ¢ (13)
donde 0 o<1, S Cx)de, <oey ...,
§ i §00G R wncos: Bunsd B e s RERY

Entonces, la [ormula de inversion (12) es wvdlida, si la integral
en ella se entiende como

Nuos Ny

Ny
1 ; | : . ;
e o lim oo lim lim Kgr: Ky e moy o V36
(23}' N‘-'@—SNI l Nl““n-ﬂg-l{‘v"w E—:’\‘:"ng( 1 g l

X elxahn dh, } elinmthaoidh, _, ... } et di,.

En efecto, come f(x,, %, ..., x,) es sumable en R", es
sumable también, de acuerdo con el teorema de Fubini, respecto
a x, para casi todos los x,, ..., x,. Luego, existe la funcion

]
Folhgy X0 vy X)) = S Flas vy wis vy E-hdyy,

-

De (13) se desprende que f(x,, X,, ..., x,) como funcién de x,
verifica la condicion del teorema | del § 3; por lo tanto,
f(x, %, ..., x,) puede ser expresada a fravés de [, mediante
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la férmula de inversion

Ny
f(xu Xar - -y X)) = lim 2_1:{_‘ S f:(h’p-xin LRHOR | xu)elx"" d}‘l'
Mg -N,

Ahora bien, si tomamos
f‘.‘(:"‘li J“z! LR | xn}= S f;{kl, Xap - o9 x")e-i"a" dxe,
de la condicién (13) se deducird que para f, es valida la férmula
de inversién J .
h’l
; i
A H (s Ao oees E)eWMdl,,

es decir,

f(-‘:v Xap sy ,‘C":l:

Ny { Ny
= lin - im — o by ooy 2%
Y _1.13 O _-S\, i _-\,',lllw T _.S“ f!( " e )

X ef'»"zdle} ek i,

Definiendo de un modo analogo fy(hy, *s ..., X)), ete,
obtendremos la f6rmula (12).

La transformacién de Fourier de funciones de varias variables
encuenira amplia aplicacion en la feoria de ecuaciones en
derivadas parciales. Consideremos, por ejemplo, la ecuacién

du  Pu | Ju
= aE (14)

que describe la conduceion del calor en un plano. Sea dada la
temperatura en el momento ¢=0:

u{0, x, N=uylx, Y.

Sometiendo la solucidn que buscamos de la ecnacicn (14) a con-
diciones analogas a las indicadas en el punto 5, podemos efec-
tuar en la ecuacion (14) la transformacion de Fourier respecto
a las variables x e y. Obiendremos como resultado la ecuacién
ordinaria

dv

s et
o, (L 0%y,
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donde

o(t, Aa)= S S u(t, x, yye 0=+ dyedy, (15)

Resolviendo la ecuacién (15), podemos después encontrar la
solucién de la ecuacién inicial (14) por medio de la férmula de
inversion.

§ 5. TRANSFORMACION DE FOURIER EN EL ESPACIO L, (— o, )

I°. Teorema de Plancherel. Volvamos primero a los resultados
obtenidos para las series de Fourier. Para una mayor analogia
con la transformacion de Fourier, consideraremos la forma
compleja de la serie de Fourier, esto es, tomaremos en el segmento
[—mn, =] el sistema completo ortogonal de funciones &%, n =0,
41, ..., y pondremos en correspondencia a toda funcién f
sumable en el segmento [—m, 2] su sucesién de coeficientes de
Fourier

1 £l
=g § Fl)e™  dx(n=0, £1, %2, ...).

Si la funcion f, ademas de ser sumable, es de cuadrado
sumable, sus coeficientes de Fourier verifican la condicién

Me

lealt < oo.

n =

En otras palabras, el paso de una funcién de cuadrado sumable
al conjunto de sus coeficientes de Fourier constifuye una apli-
cacién del espacio euclideo L, sobre el espacio euclideo ,;

ademds, esta aplicacién es lineal y verifica la igualdad de
Parseval:

o n

2n 3 leuf=§ |7 (0}l de M

=—-m -

(es decir, este paso difiere sélo en un coeficiente constante de
una aplicacién que conserva la norma).

- .Consideremos ahora la transformacion de Fourier para funciones
definidas en toda la recta y veamos, si es posible interpretar
esta transformacién como un operador lineal en L, (— o0, o).
La dificultad principal consiste aqui en que una funcién de
cuadrado integrable no pertenece necesariamente a L,(—o0, o),
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es decir, en que su transformacién de Fourier puede no existir
en el sentido definido en el § 4. Sin embargo, es posible definir,
en cierfo sentido, la transformacién de Fourier para toda
fe€L,(— o0, oo). Entonces, se obtiene el siguiente teorema que
puede ser considerado como un analogo de la igualdad de
Parseval (1).

tEorema. {Plancherel, 1910). Para cualquier funcién f € L, (— oo, o0)
la integral

en(h) = SN F(x)e= ™ d

es, cualquiera que sea N, una funcidn de h pertenecienie a
L,(— o0, o0). Para N — oo las funciones gy convergen en la
métrica del espacio L, hacia un limite g tal que

{lg@ pan=2n § |f(x)|2dx. 2

Esta funcion g es llamada transformacién de Fourier de la
funcion f€L,. Si | pertenece también a L (—oo, o), la
funcion correspondiente g coincide con la transformacion habitual
de Fourier de la funcidn f.

pEMOSTRACION. La idea principal de la demostracion consiste en
que la igualdad (2) es comprobada primero para todas las
funciones que pertenecen a la clase Sp, de funciones indefini-
damente diferenciables y réapidamente decrecientes, que son
siempre densas en L,(—oo, oo}, después es extendida, por
continuidad, a todo el L,(— oo, o). Realicemos ahora detalla-
damente esta idea.

1) Sean f,, [,€Sw. Designemos con g, y &, respecti-
vamente, sus transformaciones de Fourier. Tenemos

{ wFmd= § 55 § e el Tt dr=

- [g; » § 1 {x)e-f“de =g | G OEDD.

- - -

donde el cambio del orden de integracion esta justificado va
que la funcién

& (M 5 (x) e
es absolutamente integrable en el plano (x, ). Tomando f,=f,=f
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v g,=g,=g en la igualdad obtenida, enconiramos que la for-
mula (2) es valida para cualquier funcién f€S.,,.

2) Sea ahora f una funcién arbitraria de L, (— oo, o0} que se
anula fuera de un intervalo (—a, a). Entonces, [ es integrable
en el intervalo (—a, a) (es decir, pertenece a L, (—a, a)) y, con-
secuentemente, en toda la recta. Luego, para ella esta definida
la transformacion de Fourier

g(i)= \ flx)ye-itxdy,

Sea ahora {/,} una sucesion de funciones de S,, nulas fuera de
un intervalo (—a, a), que converge hacia | respecio a la norma
del espacio L,(— o0, o0). Como f vy toda [, son diferentes de
cero s6lo en un inlervalo finite, la sucesién {f,} converge hacia |
también respecto a la norma del espacio L,(-— oo, o). Por lo
tanto, la sucesion {g,} converge hacia g uniformemente en toda
la recta (véase el punto 2 del § 3). Ademas, la sucesién {g,} es
fundamental en L, (— o0, o0). En efecto, g, —g, € S.; luego, cn
virtud de lo ya demosirado, tenemos

=

S lgr‘l {?') —Em (}'J [-: dh=2n S ' fu {,\.‘) _fm ("‘J |F-2 d.\’,

de donde se desprende que |g,} es una sucesion fundamental.
Ello significa que esta sucesion converge en L, vy, ademds, hacia
la misma funcion g, hacia la cual converge uniformemente. Por
eslo, podemos pasar al limile para n — oo en la igualdad

IFo =g 1l

Lnego. la jgualdad (2) es valida para toda f€L, que se anula
fuera de un intervalo.
3) Sea, finalmente, f una funcién arbitaria de L,. Tomemos
_ | Fx) para |x|<N,
'fN(x)_l 0 para |x|>AN.
Esild claro que
|f—fyll =0 para N co.
La funcién f, pertenece a L,(— oo, o) y, consecuentemente,
para ella existe la transformacién de Fourier que es igual a
E N

g = § Ixte-mdr= § fverrax.

= =N
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Pero, en virtud del punto 2) de nuestros razonamientos,

I F—Faullt =55 gn—an I,

es decir, las funciones g, convergen en L, hacia un limite que
designaremos con g. Por lo tanto, en la igualdad

wlie= 5 lgnl

se puede pasar al limite para N — oo, de donde se obtiene la
relacién (2) para cualquier f €L, (— oo, o). Si ahora f pertenece
tanto a L, {— oo, o0) como a L, (— oo, o0), existe para ella la
transformacién de Fourier
g = § Fye-redy,

comprendida en el sentido corriente. Como las funciones f, con-
vergen en L, (— oo, oo) hacia [, sus transformaciones de Fourier gp
convergen uniformemente hacia g. Pero, hemos demostrado, ade-
mas, que las funciones g, convergen respecto a la meélrica de
L,(— o0, oo) hacia un limite que hemos designado con g. De aqui
se desprende que g coincide con g. Hemos lerminado la demos-
tracion.

De la relacion (2) se deduce inmediatamente que para cuales-
quiera [, f[,€L,(— oo, oc) se cumple la igualdad

V@R W= | a0 atdn

Para demostrarla basta escribir la igualdad (2) para la funcion

fi4-f. y comparar después las expresiones en los miembros de-
recho e izquierdo.

2°. Funciones de Hermite.El teorema de Plancherel, expuesto
en el punto anterlor, sefiala que la transformacién de Fourier
puede ser considerada como un operador lineal acotado F que
transiorma el espacio L,{—eo, oc) en si mismo. Escogiendo en
este espacio un sistema ortonormal completo, podemos definir
este operador F (al igual que cualquier otro operador lineal)
mediante la matriz infinita correspondiente. La forma de esta
mairiz depende, claro estd, de como se escoge la base. Una
matriz, correspondiente 2 uno u oiro operador, adquiere su forma
mas sencilla si la base correspondiente estd compuesta por las
funciones propias del operador dado: en este caso, la matriz es
de la forma diagonal. Veamos si existe una base de este tipo
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para la transformacién de Fourier F. En otras palabras veamos
qué funciones de L,{(— oo, o) son propias para la transforma-
cion de Fourier F. Observemos, con este fin, que la ecuacién

T~ =pf 3

se convierte mediante la transformacién de Fgurier en una ecua-

cién del mismo tipo | ya que la operacion %g corresponde a la

multiplicaciébn por —A* y la multiplicacion por — x® corres-
1

ponde a la operacién E%) . Por esto resulta nafural buscar las

funciones propias del operador F como soluciones de la ecua-

cién (3). Busquemos las soluciones de esta ecuacion que tienen

la forma
f=uwe 7,
donde w es un polinomio. Introduciendo en (3) esta expresion,
obtenemos para w la ecuacién
w'—2xw = (4 1)w.

Tomando

W=y ax-+- ... +ax", (4)
encontramos la igualdad
(2a,+3-2-ax+ ... +n(n—1)ax"""—
—2x(a, -+ 2ax+ . .. -Fnaxt Y= (p+ 1) (g, ax 1 .o S-ax”).
Comparando en ella los coeficientes de poiencias iguales de xen
los miembros izquierdo y derecho, encontramos que

—2na,=(u-+1la, —2(n—1)a,.,=(p+1)a,.,,
etc.; en general,
kk—1)ay—2(k—2) gy, = (p+1) Gp. (5)
Como el coeficiente a, se supone distinto de cero, tenemos
p=@n-+1) y a,,=0,

es decir, p debe ser un numero entero negativo impar. Todos
los coeficientes del polinomio w se determinan por las relacio-
nes (5) univocamente, salvo un coeficiente constante. Ademds,

B Suponiendo, claro esta, ?jue la funcién incégnita | verifica las con-
djciones correspondientes de diferenciabilidad y de decrecimiento en el

infinito.
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son iguales a cero todos aquellos coeficientes cuyos subindices
tienen paridad opuesta a la del nimero n, es decir, de la poten-
cia del polinomio w. Al contrario, los coeficientes cuyos subin-
dices tienen la misma paridad que n son distintos de cero y se
calculan por la férmula recurrente

_ k{e—1)
S s T L

(para el valor dado de a,). De esta forma obtenemos para w la
expresion sigujente

w, {x)=au(xn__“_(:_l)xn—a + ”(”—1){:.;2)':”—3) - )

Hemos construido, pues, el sistema de funciones de tipo

gulx)=w,(x)e * (n=0,1,2,...).
Es obvio que cada una de estas funciones pertenece a L,{— oo, o)
(ya que decrece en el infinite mas rapido que cualquier poten-

cia de % . Ademds, eslas funciones son dos a dos ortogonales.
En efecto, de acuerdo con (3), {enemos
Pr(X)— 2, (x) = — (2n+ 1) g, (x),
P (X)— 22, (X) = — (2m 4 1) @, (x).
Multiplicando la primera de estas igualdades por @, vy la segunda
por «, y restindolas una de oira, oblenemos
PP Y= 2 (1 —M) P -

Teniendo en cuenta esta igualdad, enconlramos para n==m, in-
tegrando por partes,

§ 0 )0 (ax =555 § (0000 — ) di=

1 ' . Bz -
=sth—m) { (@hPm—FmPal® ,— S [@rtpin— ®m@n) dx=0.
Con esto queda demostrada la ortogonalidad.
De esta forma cada uno de los elementos ¢, del sistema orto-
gonal oblenido es un polinomio de grado n mulliplicado por
xt
e * . Luego, los elementos de esle sistema deben coincidir, salvo
unos factores numéricos, con las funciones de Hermite que hemos
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construido en el § 3 del cap. VII mediante la ortogonalizacién
de la sucesion

e, xe *,... xt %

en el espacio L, (— oo, oo).

Probemos ahora que las funciones «, son funciones propias
de la transformacién de Fourier:

F?ﬂ — CHLP"‘ [6)
Esto se deduce de los siguientes hechos.
1) La ecuacion (3) es invariante respecto a la transforma-
cian F.
2) Para lodo n la ecuacién (3) liene una solucién inica,
salvo un coeficiente constante, de tipe P,(x)e ¥, donde P, es
un polinomio de grado n.

3) La transformacién de Fourier convierte x% * en
. e e =X
1;;1‘ %)'e ? =Q,(x)e ?, donde Q, es un polinomio de grado »
(la tltima afirmacién se comprueba ficilmente por induccién).
De la igualdad (6) se deduce que para todo £ entero

4 PR
‘F kq:r = CalPy-

Pero, la transformacion de Fourier, aplicada cuatro veces conse-
cutivas, convierte toda funcién en si misma multiplicada por 4n®.
Por lo tanto,

cp = 4n*

es decir, ¢, puede tomar solamente los valores =4 ' 8n y 4 i) 2a.
Luego, en L,(—oo, oo} la fransformacion de Fourier es un
operador lineal que en la base compuesta por las funciones de
fermite se define mediante una matriz diagonal, en la que los

elementos diagonales toman los valores =)/ 2 y =i}/ 2n".

1 Si Ia transformacién de Fourier se define mediante la férmula

-

i .

Flfl=—= x) e~l¥ gy

=g | 100

(esto es, mediante la férmula (1’) del § 4 v no mediante la formula (1)), su
cuaria potencia serd el operador unidad y obtenemos para F, en la base

compuesta por las funciones de Hermite, la matriz diagonal con elementos
1y 414
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§ 6. TRANSFORMACION DE LAPLACE

1. Definicion y propiedades fundamentales de la transforma-
cion de Laplace. Las posibilidades de aplicar la transformacién
de Fourier a ecuaciones diferenciales y a otras varias cuestiones
estan considerablemente limitadas debido a que la transforma-
cién de Fourier estd definida sélo para funciones sumables en
foda la recta. En particular, la transformacién de Fourier no
existe para funciones que tienden al infinito para x-- —o0 0
¥-—oco. Al mismo tiempo, al resolver ecuaciones diferenciales
aparecen frecueniemente funciones de este tipo. Uno de los cami-
nos pesibles que permiten superar esta dificultad es extender el
concepio de transformacion de Fourier a las funciones generali-
zadas y acerca de él hablaremos brevemente en el § 8 de este
capitulo. Otro camino posible, que nos permite quedarnos en los
margenes del conceplo clasico de funcién y de los métodos cta-
sicos del Analisis, consiste en sustituir la (ransformacién de
Fourier por la asi llamada transformacion de Laplace.

Supongamos que una funcién [ (no integrable, en general, en
toda la recta) resulta ser integrable si se multiplica por e-71%,
donde y es un nimero real. Entonces, la integral

g(s)= 5 Fle)edxdy = S Flx)emiviese dy

converge para determinados valores complejos de s=%--ip, en
particular, converge en la recta p= —v. En esta recta representa
la fransformacién de Fourier de la funcion [{x)e*.

El caso mdas importante para las aplicaciones, en el que se
cumplen nuestras suposiciones sobre la integrabilidad de la fun-
cion f(x)e~t, es el caso en que [ verifica las condiciones si-
guientes:

f(x) < Cever para x =0, | .
Fx)=0 para x<0 | (0

(v, v C son constantes). Entonces. la integral

g(s)= S flxye-rrde={ f(xje-ivdx (2)
e i

existe para todos los s=%+-ip tales que p - vy, es decir, en el
semiplano limitado por la recta Im s= —v, v representa la
{ransformacion de Fourier de la funcidn

[{x) e’
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Esta altima puede ser oblenida a partir de g por medio de la
formula de inversion

e = | gls)etrdn,

de donde
u+ w
f(x)=-2-l=-{5 gsyets=ds (s=D» +ip). 3)

-

Como la funcién [ (x)e’'* decrece para u <-—%, como una funcion
exponerncial (en virtud de (1)), su transformacion de Fourier ¢ y.
consecueniemente, también g(s)e™* son funciones analiticas en
el semiplano Im s <—v,.

Por eso, en la formula de inversién (3) la integral puede ser
tomada respecto a cualquier recta paralela al eje real y pertene-
ciente a este semiplano.

Efectuemos ahora en las férmulas (2) y (3) un cambio de
variable, tomando p=is y designando g(s) mediante @ (p).

Tendremos

®(p)=§ flx)errax
0

—-pH;Iab —htiw

H-‘?}=% 5 (D[p}ef"“i.g—_-% 5 @ (p) eP* dp.

13
—-p=fw —p—im

La funcion @ estd definida y es analitica en el semiplano
Re p> p,; se llama iransformacién de Laplace de la funcién f
(que verifica las condiciones (1)).

De lo expuesto se observa que la transformacion de Laplace
difiere poco, en general, de la transformacién de Fourier. Sin
embargo, esta pequefia diferencia lleva a que la clase de funcio-
nes, para las cuales estd definida la transiormacion de Laplace,
se distinga de un modo sustancial de la clase L,(—oo, o0} de
funciones, para las cuales existe la transformacion de Fourier.

2°, Aplicacion de la transformacion de Laplace a la solucién
de ecuaciones diferenciales (método operacional). La transforma-
cion de Laplace puede ser empleada para resolver ecuaciones
cuando se buscan soluciones determinadas por ciertas condiciones
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iniciales. Supongamos que estd dada una ecuacién diferencial
lineal de coeficientes constantes

Y +a Ly =b(x) (4)
y que se busca su solucién que satisface las condiciones iniciales
4O =y ¥ )=y .., Y"1 (0)=yg,.,. (5)

Apliquemos la transformacién de Laplace a la ecuacién (4), es
decir, multipliquémosla por e~P* e integrémosla entre 0 y co. Sea

Yip)= § Yy(xye ¥ dx

la transformacién de Laplace de la funciéon y. Integrando por
partes, encontramos la transformacién de Laplace de las derivadas
O | -
{v werdr=ywe s +p § yiwerdv=—y, +p¥ (p);

0

L]
§ Y (x)e~Prde=y' (x}e—*”‘l +p S § (e rrdx =
o
= —th+p(—Y+ Y (P)) = — 1, — Py + P*Y (p):

=

§ = (x)e=px i == yin=1 ()

+p S y{.u—l.:l (x} e~Frdy—=
0 L]

=l +P(—Yues—PYp-s— .. + 0"V (PP =

== lYpoy—PYay— - +0°Y ()
Sea, finalmente,

B(p)={ b(x)e-r=dx.
Q0

Obtenemos que la transformacion de Laplace convierte la ecua-
cién diferencial (4) (teniendo en cuenta las condiciones iniciales
(5)) en la ecuacién

Qp)+R(p)Y (p)=8B(p)

donde B es la transformacion de Laplace de la funcién b, Q es
un polinomio respecto a p de grado n—1 y R es un polinomio
en p de grado < n. De esta ecuacién fenemos

B(p)—
Y (p)= (pi?(:}?(p)_
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La solucion y de la ecuacién (4) se obtiene de aqui mediante la
férmula de inversién

[T
L0 Be—QW .
Y{x) == 5= R R7) ersdp.

—p=iwm
Esla integral suele calcularse mediante los residuos.

Para resolver ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes
constantes se emplea ampliamente el asi [lamado método ope-
racional. Consisle en que el miembro izquierdo de una ecuacion
de este tipo

g Y Ly =b(x)

se considera como resultado de aplicar a la funcion incognita y
el operador

P du=1
L F iy + e ) 6)

y la solucion de la ecuacién se considera como el resultado de
aplicar al miembro derechc de la ecuacion el operador inverso
del operador (6). Es facil, mediante cilculos directos, encontrar
el resultado que se obtiene al aplicar este operador a algunas
funciones elementales: trigonométricas, exponenciales, potenciales
y sus combinaciones. Esto permite escribir automaticamente la
solucién de una ecuacién lineal de coeficientes constantes, siempre
que su miembro derecho sea una combinacion de estas funciones
elementales. Estd claro que el método operacional constituye, de
heche, la aplicacién, en forma indirecta, de la transformacion
de Laplace; esta tiltima puede servir precisamente para argumen-
tar este método que frecueniemente figura en textos técnicos en
forma de una «recetas.

§ 7. TRANSFORMACION DE FOURIER — STIELTJES

1°. Definicion de la transformacion de Fourier — Stielijes.
Volvamos de nuevo a Ja transformacién de Fourier en el espacio
L,{—o0, o)
gy= | e=n5f(x)dx.
Esta i6rmula puede ser escrita en forma de la integral de Siielt-
jes
g = e=xdF (v), (1)

-
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donde
Fo=\ fwat )

es una funcién absolutamente continua de variacién acotada
o

(igual a S |'f{x)1dx> en todo eje numérico. Sin embargo, la

igualdad Zl} tiene sentido no sélo para funciones de tipo (2)
sino para cualesquiera funciones de variacion acotada en toda
la recta. La integral

gy=§ emxdafF(v),

donde F es una funcién arbitraria de variacion acotada en la
recta se llama fransformacion de Fourier — Stieltjes de la fun-
cién F. Para la transformacién de Fourier—Stieltjes se conservan
muchas de las propiedades que hemos demostrado anteriormente
para la transformacién habitual de Fourier como, por ejemplo,
la siguiente: la funcion g definida por la iniegra! (1) es continua
y acofada en toda la recta.

En efecto,
N
| g (h)—g (o) |= § [e-x—e~i¥] dF () +
=N

<+ S [emiux — g=la¥| dF (x).
1| >N
El segundo sumando del miembro derecho puede ser hecho tan
pequefio como se quiera para cualesquiera i, y h,, si se escoge
N suficiente grande, mientras que el primer sumando tiende
cero para N fijo cuando k,—h,—0.

Al mismo tiempo, no todas las propiedades de la transfor-
macion de Fourier subsisten para la transformacién de Fou-
rier — Stieltjes. Por ejemplo, Ia transiormacidn de Fourier — Stieltjes
no tiende, en general, a cero para |i|— oo. Sea, por ejemplo.

0 para x <4,

F{x)= J 4 {k
| 1 para x=0.

Entonces

w

gy= { d-Psdf(n=1.
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Analogamente la iransformaciéon de Fourier—Stieltjes de 1a fun-
cién igual a 0 para x <x, y a | para x=2x, es &*, es decir,
una funcién periddica de }.

Si F es una funcidn de saltos tal que los puntos

n=0, =1, =2,
son sus puntos de discontinuidad y
s Gy Go, @yy ooy @y ... (donde 3] a,| < oo)
son los valores de sus saltos en estos puntos, tenemos que

@

5‘ e~ dF (x) = zae-m

es una funcién de periodo 2n. En cambio, si F tiene saltos g,
en los punitos x, que forman una sucesién arbitraria en el eje
numérico, su transformacién de Fourier —Stieltjes es de la forma

pIPIES
n

Las funciones de este tipo pertenecen a las asi llamadas funcio-
nes casi periodicas.

2°. Aplicacién de la transformacion de Fourier — Sfieltjes a la
teoria de probabilidades. Para funciones sumables en (—oo. oo)
hemos introducido en el § 4 el concepto de convolucidn

f)=fitef()= § L (x—8)f, ®) dt. (3)
Pongamos ahora

F(x)= 5 F(tydt, F,(x)= F ftydl y Fo(x)= § f.(6) di.
Entonces, integrando la igualdad (3), podemos escribirla en la
forma siguiente:

Fo=§ rwar= S dt S =8 f, @ =

£

= (S fx tt*EJdt} fo @) dE = § F (x—})dF, ()

(el cambio del orden de integracion estd justificado aqui en vir-
tud del teorema de Fubini v de la integrabilidad absoluta de la
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funcién f). La relacién que hemos obtenido

F)= § F,(x—¥dF, @

pone en correspondencia a las funciones F, y F, la funcién F.
Sin embargo, la integral que figura aqui en el miembro derecho
tiene sentido no sélo para funciones absolutamente continuas
de tipo (2) sino también para dos funciones cualesquiera de
variacién acotada en toda la recta. Llamaremos a la expresion

F{xy= § F,(x—8)dF, ), (4)

donde F, y F, son funciones arbitrarias de variacién acotada
en la recta, convolucién de estas funciones. Probemos que la
expresion (4) representa una funcién definida para todos los
valores de x y de variacién acotada en toda la recta.

En efecto, F, es una funcién medible acotada y, consecuen-
temente, la integral (4) existe para todo x. Ademas,

|F () =F ()| =] § (Fy (a—B)—F1 (1 — 8N F. ()] <

< § |F (0, —8)—F, (x,—B) | d (var F, (8)),

-

de donde
VIFI<V[F)V[F,).

TEOREMA 1. Si F es la convolucién de dos [unciones F, y F, de
variacion acotada y g, g, Y &, son sus {ransformaciones de
Fourier — Stieltjes, se tiene

g =g (1) g 0.
DEMOSTRACION. Sea F=F«F, y sea
a=x, <% < ... <x,=b
una particion del segmento [a, b]. Entonces, para fodo %

b n
gemaF{x)= lim 3 e (F (x)—F (xg-0)) =

2 max Axg—n k=1

= dim [ S et (F, (5, — H—F, (e, — 8 =R dF, (),

max Axy—+0
* —-wm &
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es decir,
f «®
ge-ﬂxdf(x)==g Se"M*dF'Lﬂ}e“”'dF ().
u - ﬂ-' "

Pasando aqui al limite para a ——o0 y b —=+ co, obtenemos

§ e~ dF (x)= § e~ dF. (x) §e—£z3dF,(§].

esto es,
g()=g (A} g (A).

El feorema de que la transformacion de Fourier —Stieitjes
transforma la convolucién de funciones en producto se emplea
ampliamente en la teoria de probabilidades (método de funcio-
nes caracteristicas). Si & y m son dos variables aleatorias inde-
pendientes y F,.y F, son sus funciones de distribucion, a la
variable £--1 le corresponde la funcién de distribucion

F=FuF,

Frecuentemenie resulta necesario considerar en la teoria de
robabilidades la suma de variables aleatorias. El paso de las
unciones de distribucién a sus transformaciones de Fourier —
Stieltjes, a las asi llamadas funciones caracteristicas, permite
sustituir la operacion de convoluciéon por la operacién de mul-
tiplicacion, mas simple y mas comoda. De esto hemos hablado
ya anteriormente en relaciéon con el concepto de convolucion
de dos funciones absolutamente integrables., Sin embargo, en
aquel momento no dlé»oniamos atin del concepto de la transfor-
macién de Fourier—5Stieltjes hemos tenido que limitarnos a
variables aleatorias continuas [a la suma de las cuales, siendo
ellas independientes, corresponde la convolucion de sus densida-
des de distribucién). El concepto de la transformacién de Fou-
rier—Stieltjes permite aplicar este mismo método a sumas de
variables aleatorias arbitrarias.

EJERCICIOS. |, Demuésirese que la transiormacion de Fourier—Stieltjes
verifica la propiedad de unicidad: si la funcidén f es continua a la izquierda
¥ su transformacion de Fourier —Stieltjes es idénticamente nula, entonces
(x)=-const,
2. Demuéstrese que la operacién de convolucion de funciones de varia-
cibn acolada es conmulativa y asociativa.
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§ 8. TRANSFORMACION DE FOURIER DE FUNCIONES
GENERALIZADAS

Las posibilidades de apiicar ¢! método de la transformacion
de Tourier, comprendida en el sentido habitual, a diferentes
problemas, digamos, a ecuaciones diferenciales, resultan conside-
rablemente restringidas debido a que esta transformacion estd
definida sélo para funciones absolutamente integrales en toda
la recta. Se puede obiener una ampliacion sustancial del campo
de aplicacion de la transformacion de Fourier introduciendo el
concepto de transformacién de Fourier para funciones generali-
radas. Expongamos las ideas fundamentales de esla construccion,

Consideremos primero en la recta el espacio S.. de funciones
indefinidamente diferenciables y decrecientes en el infinito junto

con sus derivadas mas rapido que cuoalquier poiencia de —-
(véase el § 4 del cap. 1V). '
Tomando S, por el espacio de funciones basicas, conside-
remos el espacio correspondiente de funciones generalizadas S..
Definamos ahora la fransformacion de Fourier en el espacio
S2. Para ello recordemos, ante todo, que la transformacion de
Fourier (comprendida en el sentido habitual) aplica el espacio
S. en si mismo: si ¢ €S, también F[¢] €S, y, ademas F es
una aplicacién biunivoca de S, sobre todo el espacio S.. Apo-
andonos en esto, daremos la definicion siguiente. Se Hama trans-
ormacion de Fourier de una funcion generalizada [€S% a la
Funcional lineal g€ 8. definida mediante la [érmula

(g W)=(/, 9), donde v=F gl (1)

Cuando ¢ recorre todo el S.., también y==F[¢] recorre todo
el S,; luego, la igualdad (1) define efectivamente una funcional
sobre S.. Es inmediato comprobar la linealidad y continuidad
de esta funcional.

Para aquellos elementos de S, que representan funciones
absoluiamente integrables, la definicion gque acabamos de enun-
ciar de la transformacién de Fourier coincide con la habitual.
En efecto, si f€L,(—o, ), ¢€S. v g=F|[f}, v=F[p),
entonces del teorema de Plancherel se desprende la igualdad

(f’ lF} == lgv 1I;):

ademéas, para f prefijada existe solamenie una funcién g salvo
una equivalencia, que satisface esta igualdad para loda ¢ € S..
De manera que la definicion de la transformacién de Fourier
para funciones generalizadas, enunciada més arriba, conslituye
una extension de la definicién cldsica a una clase més amplia
de objetos.
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Ejemplos, 1. Sea f(x)=c=const. Entonces,

(, 9= § cpydx=cp(©) p=Flg)),

es decir, la transformacion de Fourier de una constante es 1gual
a esla constante multiplicada por la &-funcion.
2. Sea f(x)=ef"*, Entonces,

(, )= § eirq (x)dv=p (—a),

es decir, la transformacion de Fourier de la funcion e's* es
&-funcién desplazada 6(x—a).
3. Sea f(x)=x* Entonces, de la igualdad

Y (k)= — S x%p (x)e—ir=dx,

obtenemos, tomando en ella A=0,
(2%, @ (x))=—1"(0)

es decir, la {ransiormacion de Fourier de la funcion x* es la se-
gunda derivada de la 6-funcién tomada con el signo menos.

Hemos definido la transformacién de Fourier para las fun-
ciones generalizadas en S.. Pero, podriamos tomar cualquier
otro espacio basico, por ejemplo, el espacio K de funciones ter-
minales indefinidamente diferenciables. Para toda funcion ¢ € K
la transformacién de Fourier (en el sentio habitual) existe y se
puede comprobar que es una funcién analitica entera de orden
de crecimiento exponencial. Hablando con mas precision, la
transformacién de, Fourier es un operador lineal que aplica el
espacio. K en el espacio Z, cuyos elementos son funciones ana-
liticas: -enteras , para cada una de las cuales se cumplen las
desigualdades. -

IS p(s) | <<Cpe?! Tl (g=1,2, ...},

donde C, y a son constantes, que dependen de ¢ y t=Ims.
Puesto que en el espacio K se ha introducido anteraormente
un concepto de convergencia, la aplicacion F que transforma K
en Z induce cierto concepto de convergencia en Z; una suce-
sién {y,} converge en Z hacia } cuando para las imagenes re-
ciprocas se cumple la relacidén @,— ¢. Ademas, es fécil enun-
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ciar este concepto de convergencia sin recurrir el espacio K,
Sea ahora f un elemento arbitrario de K*. Asignémosle una
funcional lineal g sobre Z, tomando:

(& ¥)={f, ¢), donde py=F[gq].

Esta funcional g se llamara transformacion de Fourier de la fun-
cional f. De esta forma la transformacién de Fourier de una
funcién generalizada f sobre el espacio basico K es una funcion
generalizada sobre Z, es decir, sobre aquel espacio en el que
se aplica K por la transformacién de Fourier comprendida en
el sentido habitual.

Esta misma construccion puede ser repetida también para
funciones generalizadas definidas en otros espacios de funciones
basicas. Cada vez surgird un esquema que incluye cuatro espa-
cios: un espacio inicial de funciones basicas, el conjunto de
las transformaciones de Fourier de estas funciones basicas (es
decir, el segundo espacio de funciones basicas) y dos espacios
duales. Este esquema se reduce a dos espacios cuando por fun-
ciones basicas se toma el espacio S, ya que la transformacion
de Fourier lo aplica en si mismo.

El concepto de la transformacion de Fourier para funciones
generalizadas ha encontrado amplia aplicacién en la teoria de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. El lector podra
encontrar un tratamiento de estos problemas en el libro de
G. E. Shilov [12].

U A saher: ¥, —+ 0 en Z cuando se cumplen las desiguaidades
1594n(s) | =cge®
¥ P —+ 0 uniformemente en todo intervalo finite del eje real,



CAPITULO
X

ECUACIONES
INTEGRALES LINEALES

§ | DEFINICIONES FUNDAMENTALES.
ALGUNOS PROBLEMAS CUE LLEVAN A ECUACICNES INTEGRALES

17. Tipos de ecuaciones integrales. Se llama ecuacidn infegral
a una ecuacién que contiene la funcién incdgnita bajo el signo
de integral. Tal es, por ejemplo, la ecuacién

o= K@ neydi+f), ()

donde f y K son funciones dadas y ¢ la funcién que debemos
encontrar. Las variables s v { recorren aqui un segmento preli-
jado [a, b].

La particularidad caracteristica de la ecuacion (1) es su li-
nealidad: la funcién incégnita ¢ entra en ella de un modo
lineal. Varios problemas conducen a la necesidad de considerar
también ecuaciones integrales no lineales, por ejemplo, la ecua-
cioén de tipo

b

o= K. nge ), o,

o

donde K y g son funciones dadas. Sin embargo, nos limitare-
mos en lo sucesivo a ecuaciones infegrales lineales.

Algunas ecuaciones integrales fueron estudiadas ya al prin-
cipio del siglo pasado. Por ejemplo, Abe! considero en 1823
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la ecuacién que lleva ahora su nombre

f(s)= rg%d‘ ©<a<l, f(0)=0),
donde f es una funcién dada y ¢ es la funcién incégnita, y
demostré que la solucion de esta ecuacion es de la forma

!

sen na f'(s)
Q) =— s' T—ai=os-

o
Sin embargo, la teoria general de ecuaciones integrales lineales
fue elaborada sélo en el limite de los siglos XIX v XX en Jas
obras, fundamentalmente, de Volterra, de Fredholm y de Hilbert.
La ecuacion (1) se Hama ecuacidn de Fredholm de segunda
especie (véase el § 7 del capitulo 1V) mientras que la ecuacion

b
(K (s yg0ydt+f(s)=0 (2)

(donde la funcion incognila figura sélo bajo el signo de inte-
gral) es llamada ecuacion de Fredholm de primera especie.
La ecuacion de Abel mencionada anteriormente perlenece
a las asi llamadas ecuaciones de Volterra; la forma general de
estas ecuaciones es:
<
(K, q@di=fs @)

(ecuacién de Volterra de primera especie) o

E

w(s)= S K(s, neydt+7s) (4)

i

(ecuacion de Volterra de segunda especie). Estd claro que la
ecuacion de Volterra puede ser considerada como una ecuacion
de Fredholm en la que la funcion K verifica [a condicidn

K (s, £)=0 para [~ s.

Sin embargo, conviene destacar las ecuaciones de lipo Vollerra
en una clase especial ya que ellas poseen una serie de pro-
piedades que no tienen lugar para ecuaciones arbitrarias de
Fredholm.

Si en las ecuaciones (1), (2) o (3) la funcién | es igual a
cero, esla ecuacion se llama homogénea. En el caso contrario
la ecuacion se llama no homogénea.
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2°. Ejemplos de problemas que llevan a ecuaciones integrales.
En los paragrafos posteriores de este capitulo estudiaremos las
propiedades fundamentales de las ecuaciones integrales lineales.
Sin embargo, indicaremos previamente algunos problemas tipicos
que conducen a ellas.

1. Equilibrio de una cuerda cargada. Consideremos una cuerda,
esto es, un hilo material de longitud [, que flexiona libremente,
pero ofrece una resistencia a la dilatacién, proporcional a la
magnitud de ésta. Supongamos fijados los extremos de la cuerda
en los punios x=0 y x=1{. Entonces en la posicion de equilibrio
la cuerda coincide con el segmento 0<Cx<CI del eje x. Supon-
gamos ahora que en el punte x=E se ha aplicado una fuerza
vertical P=P,. Bajo el efecto de esta fuerza [a cuerda tomara,
evidentemente, la forma de quebrada indicada en la fig. 24.

4 A=k 8

\‘15//‘/“
;p
FIG. 24°

Busquemos la magnitud § de la flecha de la cuerda en el
punto £ de su posicion de equilibrio bajo la accién de la fuerza P.
aplicada en este punto. Si la magnitud de la fuerza P. es
pequefia en comparacion con la tensibn 7, de la cuerda " sin
carga, podemos aceptar que la tensién de la cuerda cargada
sigue siendo T,. Entonces, de la condicién de equilibrio de la
cuerda encontramos la igualdad siguiente:

d ., 0
Tog+Tor=g="Pn

de donde
¥ _P—BE

-

Sea ahora u(x) la flecha de la cuerda en un punto x bajo la
accion de la fuerza P, Tenemos

u(x)=PG(x, ),

8

donde

%:,f’-’ para 0<{x<E,

a
g—'—;ﬁLE para E<<x<<l.

G{x) E}={
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En particular, de estas férmulas se ve inmediatamente que
G (x, =G (&, x). Supongamos ahora que sobre la cuerda actia
una fuerza distribuida continuamente a lo largo suyo con la
densidad p (). Si esta fuerza es pequena, la deformacién otra
vez dependera linealmente de la fuerza y la forma de la cuerda
cargada de este modo serd descrita mediante la funcin

u@) ="\ Gx B)p@) & )

Luego, si estd dada la carga que actiia sobre la cuerda, la
formula (5) permite encontrar ?a forma que toma la cuerda
bajo la accién de esta carga,

Consideremos ahora el problema reciproco: hallar la distribucién
de la carga p bajo la cual la cuerda toma la forma prefijada wu.
Para. encontrar ﬂa funcién p a partir de la funcibn dada u
obtenemos una ecuacion que coincide, salvo las denotaciones,
con la ecuacién (2), es decir, una ecuacién integral de Fredholm
de primera especie.

2. Oscilaciones™ libres y forzadas de una cuerda. Supongamos
ahora que la cuerda no se encuentra en reposo y realiza ciertas
oscilaciones. Sea u(x, ¢) la posicién en el momento ¢ de aquel
punto de la cuerda cuya abscisa es x y sea p la densidad lineal
de la cuerda®. Entonces, sobre un elemento de la cuerda de
longitud dx actia una fuerza de inercia igual a

u (x, 1)
—=——Fa3— pdx, de donde

3% (§, 1
pE)=— —i‘ga%-—J p.
Tomando en (5) esta expresion en lugar de p(E), obtenemos

uir, )=—{ Gl HpZi& ey, ®)

Supongamos que la cuerda realiza oscilaciones arménicas de una
frecuencia prefijada @ y de una amplitud u(x}) que depende
de x. En otras palabras sea

wix, f)=u(x)senwt,

Introduciendo esta expresion en (6) y dividiendo ambos
miembros de la igualdad por senwf, obfenemos la siguiente

1 Aceptamos que p=const aunque esto no es sustancial para lo sucesivo.

17 M 2150
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ecuacion integral para wu:
!

u(x)=po* § Gx, B)u(®)de. @)

o

Si la cuerda no oscila libremente, sino, bajo la accién de una
fuerza exterior, realiza oscilaciones forzadas, es facil comprobar
que la correspondiente ecuacién de las oscilaciones arménicas
de la cuerda es de la forma

!
w(xy=po* { G(x, Bu @ de+F(0),

es decir, representa una ecuacién no homogénea de Fredholm
de segunda especie.

8. Reduccion de ecuaciones diferenciales a ecuaciones integrales.
La resolucién de una u otra ecuacién diferencial conviene reducirla
en varios casos a la resolucién de una ecuacién integral. Por
ejemplo, en el cap. 11 hemos visto que para demostrar la
existencia y la unicidad de la solucién de la ecuacién diferencial

g =F(x 4
con la condicién inicial y(x,)=y, conviene reducirla a la
ecuacion integral (no lineal)
y=v+§ G n&
Las ecuaciones de orden superior al primero también pueden ser
reducidas a una ecuacién integral. Consideremos, por ejemplo,
la ecuacién de segundo orden

4"+ fx)y=0.
Tomando f(x)=p*—o(x), donde p= const, podemos escribirla en
la forma

Y +py=0(x)y. ()]
Como se sabe, la solucién de la ecuacién

Y +py=g(x)

puede ser representada en la forma

¥ (x)=cosp(x—a) + %S senp (x—E&) g (E) dt.
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Luego, la resolucidn de la ecuacién (8) se reduce a la resolucién
de la ecuacién integral

y()—= { o @)senp (x—8) y ) d& = cos p (x—a).

& 2. ECUACIONES INTEGRALES DE FREDHOLM

1°. Operador integral de Fredholm. En este parigrafo es-
tudiaremos las ecuaciones de Fredholm de segunda especie,
esto es, las ecuaciones de tipo

b
o) = K (s, Dyo(0)di+Fs). 1)

Respecto a la funcién K, llamada nicleo de esta ecuacion,
supondrernos que es medible y verifica la condicion

b b
SSiK‘(s. #)|dsdt < oo. @

El término independiente f de esta ecuacién es una funcién dada
de L,[a, b] y ¢ es la funcién incognita perteneciente a L, [a, £].

Pongamos en correspondencia a la ecuacidn (1) el operador
A definido del modo siguiente:

significa que
ve)={ K6 Howd. @3
El estudio de la ecuacién (1) se reduce, por supuesto, al estudio

de las propiedades de este operador, [lamado operador de
Fredholm de nicleo K.

TEOREMA I. La igualdad (3), donde K(s, t} es una funcion de
cuadrado integrable, define en el espacio L,(a, ) un operador
lineal tofalmente continuo A cuya norma satisface la desigualdad

lAll< |/§§;1<2(s, £)]ds dt. @)

DEMOSTRACION. Observermos, ante todo, que la integral
&
§1K1Gs, 1)) at

17*
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existe, debido al teorema de Fubini y a la condicién (2), ‘para
casi todo s. En oiras palabras, K (s, f) pertenece como funcion
de { a L,[a, b] para casi todo s. Como el producto de dos
funciones de cuadrado sumables es sumable, la integral que
figura en el miembro derecho de (3) existe para casi todo s, es
decir, la funcion ¢ estd definida en casi todos los puntos.
Probemos que $e€L,{e, b). En virtud de la desigualdad de
Cauchy—Buniakovski, tenemos para casi todo s

b

(K. Howa

2
=<

[9* (s) | =

b b b
<6 nae-Sle@id=|olr-§ 16 old.

Integrando respecto a s y sustituyendo la integral reiterada de
[K2(s, £)| por una doble, obtenemos la desigualdad

] b b
flAplr=S1vr ) lds< )2 § (1K (s, )| dsat

que ademas de probar la integrabilidad de [¢?(s)| demuestra
la estimacion (4) para la norma del operador A. Resta probar
que el operador A es totalmente continuo. Sea {y,} un sistema
completo ortogonal de L,[a, b]. Entonces, todos los productos
pares de tipo ¥, (s)yp,(t) forman un sistema completo en el
espacio L, ([a, &]x[a, 6]} y, consecueniemente,

K {S- f) = %:lg Ao Vm (S} Py (t)'

Pongamos ahora
N

Kn(s, )= 2y b (8) 9, (0)

m, n=1

y sea Ay el operador correspondiente al miicleo K. Este opera-
dor es totalmente continuo ya que transforma todo el espacio
L,{a, b] en un subespacio de dimensién finita (los operadores
de este tipo han sido llamados en el cap. 1V degenerados). En
efecto, si €L, [a, ], se tiene

N

b b
Ayg=§Ky(s, DoO)dt= 3, a,0.() § @) p.(t)dt =

m, d=1 X "
) 2 ]pm (S) E amnbm
m=1 n=1
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donde
b
b= @ ()4, (0,
es decir, todo elemento @€L,[a, b] es transformado por el
operador Ay en un elemento del subespacio de dimensién finita
generado por los vectores ,, ...., . Ahora bien, como Ky
es la suma parcial de la serie de’ Fourier de la funcién X,
tenemos
b &
§ Gk (s, h—Kuls, ) dsdi —0 para N — co.

]

Aplicando la estimacion (4) al operador A—A,, encontramos
de aqui

[[A—Ayl|—0 para N = co.

Empleando ahora el teorema de que el limite de una sucesion
convergente de operadores totalmente continuos es un operador
totalmente continuo, obtenemos la continuidad total del ope-
rador A.

El teorema gueda demostrado

Observaciones. 1. Al demostrar el teorema 1 hemos probado
que todo operador de Fredholm puede ser representado como
limite (en el sentido de la comvergencia segin la norma) de
una sucesién de operadores integrales degenerados.

2. Sean A, y A, dos operadores de tipo (3) y sean K, vy K,
sus mniicleos correspondientes. Si los operadores A, y A, son
iguales, es decir, Ajp=A,9 para foda ¢€L,[a, b], entonces
Ky (s, £y=K, (s, {) casi en todos los puntos. En efecto, si

b
Ao —A = (K, (s, O)—K, (s, )o(O)dt=0

para toda @ €L, [a, b], entonces para casi fodo s€ {a, b] se tiene
]

SIK. (s )—K,(s, )Pdt=0,

es decir,

Ll T

b
§1Ky (s, H—K, (s, trdsdt =0,

de donde se desprende nuestra afirmacién. Luego, si conveni-
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mos, como siempre, en no distinguir las funciones sumables
equivalentes, podemos decir que la correspondencia entre los
operadores integrales y los niicleos es biunivoca.

TEOREMA 2. Sea A un operador de Fredholm correspondiente a un
niicleo K (s, t). Enfonces, el operador conjugado A* se define
por el niicleo «conjugador K (¢, s).

DEMOSTRAGION. Empleando el teorema de Fubini, tenemos
brb b b

(At g)=S{SK{S. nf(t)dr]mds=SSK{s, () g ) di ds=
a La a a
b

& b e ™)
= [Sms.r)ﬂs)ds}f(z)dt=5ftr> {S KT, z)g{s)ds}dz

a

y de aqui se deduce la afirmacion del teorema.

En parlicular, un operador A de tipo (3) es autoconjugado
en L,[a, b], es decir, A*= A, cuando, y solo cuando, K (s, f)=
=K (¢, s). En el caso en quese considera el espacio de Hilbert
real (y, por lo tanio, nicleos reales K) la condicién de autocon-
jugacién es la igualdad K (s, $)=K (¢, s)-

Observacion. Hemos considerado operadores integrales que
actian en el espacio L,[a, b] en un segmento. No obstante,
todo Jo expuesto se extiende sin modificaciones al caso en que
se considera, en lugar del segmento [a, b}, un espacio cualquiera
provisto de medida.

2°. Ecuaciones de niicleo siméirico. Consideremos una ecua-
cién integral de Fredholm de segunda especie
b
¢()= " K(s, Ho(ydt+Fs), )
cuyo micleo verifica las condiciones
1) b b
§ 1K (s, 1)]dsdt <co,

2) K(s, )=K({, s).
Estas ecuaciones serin llamadas ecuaciones de nicleo siméirico.

En virtud de los teoremas 1 y 2 del punto anterior, el operador
de Fredholm correspondiente

b
Ap={K(s no@a (6)
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es totalmente continuo y autoconjugado. Luego, es valido para
él el teorema de Hilbert —Schmidt (punto 5, § 6, cap. IV). Apli-
quernos este teorema a la resolucion de la ecuacién (5). Como lo
que importa no es Ja forma integral del operador (6) sino el
hecho de que este operador es totalmente continuo y autoconju-
gado, es natural escribir la ecuacién (5) en forma simbélica

¢=Ap+f. (M

De acuerdo con el teorema de Hilbert—Schmidt, existe para:A
un sistema ortonormal {{,} de funciones propias, correspondien-
tes a los valores propios {A.}, tal que todo elemento § de L,
puede ser representado en la forma

t=Ya,p,+&, donde AE =0.

Tomemos
f=§bn a1 (A =0) (8)
y busquemos la solucién ¢ de la ecuacién (7) en la forma
=% +9 (Ag'=0). ©)

Introduciendo los desarrollos (8) y (9) en (7), obtenemos

nz Xeln+ CP' = ;xnz‘nﬂ-‘u +2 bnq;n + F"

Esta jgualdad se cumple cuando, y sélo cuando,

f=v
¥
xu(l_xn)=brx (n'=Il 8, wass )i
es decir, cuando
f'=q",

b
x":l_—"”i: para A,5= 1,

b,=0 para A,=1.

La dltima igualdad es una condicién necesaria y suficiente
para que la ecuacién (7) ienga solucién. Obtenemos de esta forma
el resultado siguiente: st 1 no es valor propio del operador A, la
ecuacion (7) tiene una solucidn, y sdlo una, cualquiera que sea f;
en cambio, si 1 es valor propio del operador A la ecuacidn (7)
tiene solucién cuando, y sélo cuando, el férmino independiente [ es
ortogonal a todas las funciones propias del cperador A correspon-
dientes al valor propio 1, si esta ditima condicidn se cumple, la
ecuacion (7) tiene un conjunto infinito de soluciones.
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3°. Teoremas de Fredholm. Caso de nficleo degenerado. Pase-
mos ahora a estudiar las ecuaciones de Fredholm de segunda
especie con niicleos que verifican la condicién

-]
§ V12 (s, B)1dsat <oo.
@ a '
(que garantiza la continuidad total del operador correspondiente),
pero que no son simétricos.
Supongamos primero que se considera la ecuacidn

]

o= K(s Holt)dt+(s) (10)

a

cuyo nicleo es degenerado, es decir, de la forma

KG =3 P9 2,0, i)

donde P, Q; son funciones de L,. El operador con nicleo de
tipo (11) transforma toda funcién €L, en la suma

n b
gpﬁﬂQAUMﬂﬂ

es decir, en un elemento del subespacio de, dimension finita ge-
nerado por las funciones P, i=1, 2, ..., n. Notemos que en la
expresion (11) las funciones Py, P, pueden ser consideradas
linealmente independientes. En efecto. si esto no fuese asi, po-
driamos, expresando- -cada una de las funciones P; como combi-
nacién lineal de las independientes, representar este mismo ni-
cleo K (s, #)_como suma de un nimero menor de sumandos de
tipo P 1(8) Q,(f) de manera que las funciones P.,r sean lineal-
mente 1ndependzentes.

Busquemos, pues, la solucién de la ecuacién (10) con nicleo
degenerado (11) en e] que las funciones PI, .v., P, son lineal-
mente independientes. Tomando en la ecnacién (10) "en lugar de
K(s,.t) la’suma correspondiente, obtenemos

Mﬂ=§?ﬁ@§@ﬂ0m0ﬂ+ﬂﬂ (12)
Designando ’

b

$Q (e dt=g,
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podemos escribir la ecuacién (12) en la forma

‘P(SJ=‘§{ q; Pi(s)+f (s}
Tomando en la ecuacién (10) esta expresion para ¢, obteneimos:

1§ g:Pi(s)+[f(s)=

n b n
= Z_: Pi(s) S Q) LZI q,P, (1) +f{t)] dt+f(s).  (13)

Poniendo
b &
S0P @dt=a,  [Q.mfwmdt=b,

la igualdad (13) resulta:

;"21 q:P; (5)= é Pi(s) Lgl a,-,«q,+b;J.

Como las funciones P, son, por suposicién, linealmente indepen-
dientes, esta igualdad implica la igualdad de los respectivos
coeficientes de P;(s):

n
=2 e tby i=1.2 ..., n (14)

Hemos obtenido para los coeficientes g; un sistema de ecuacio-
nes lineales. Resolviéndolo obtenemos 1a funcién

P (s)==‘£=2I q:P ()4 F ().

Esta funcién salisiace la ecuacién integral (10) ya que todos Ios
razonamientos, mediante los cuales hemos pasado de la ecua-
cion (10) al sistema (14), pueden ser realizados en orden con-
{rario. -

Luego, la resolucidn de una ecuacion infegral de niicleo degene-
rado se reduce a la resolucion del correspondiente sistema (14) de
ectuaciones algebraicas lineales.

Para sistemas de ecuaciones lineales son bien conocidas las
condiciones de existencia v de unicidad de la solucidn.

I. Un sistema de ecuaciones algebraicas lineales

TI:y(TEilaik“’ x=(x,. S xn]‘ y={yy .., yn))
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tiene solucién cuando, y sdlo cuando, el vector y cs ortogenal a
toda solucién del sistema homogéneo conjugado

T2=0 (T*=|axl).

11. Si el determinante de la matriz T es diferente de cero,
la ecuacién Tx==y tiene solucién Unica cualquiera que sea y.
En cambio, si el determinante de la matriz T es igual a cero,
la ecuacién homogénea Tx =0 tiene soluciones no nulas.

111. Como la matriz T y la matriz conjugada 7* son del
mismo rango, los sistemas homogéneos Tx=0 y T*z2=0 ticnen
el mismo niimero de soluciones linealmente independientes.

Debido a la relacion que, como hemos visto, existe entre
ecuaciones integrales de nicleo degenerado y sistemas de ecua-
ciones algebraicas lineales, estas proposiciones pueden ser consi-
deradas como teoremas referentes a las soluciones de ecuaciones
integrales degeneradas. En el punto siguiente demostraremos que,
de hecho, estos mismos teoremas tiemen lugar también para
ecuaciones de nicleo arbitrario (no degenerado). Sin embargo,
puesto que para operadores infegrales no degenerados no tienen
sentido conceptos como rango y determinante de una matiriz,
los teoremas correspondientes deben ser enunciados de manera
que en ellos no figuran estos conceplos.

4°, Teoremas de Fredholm para ecuaciones de niicleo no de-
generado. Volvamos a considerar la ecuacibn
b

¢(s)= K (s, )o@ dt+£(s), (15)

a

suponiendo ahora que su nicleo verifica solo la condicién
bb
§§ 1K (s, ) |dsdt <oo

(que garantiza la continuidad total del operador correspondiente),
es“deéir, no siiponemos ahora el niicleo ni degenerado ni simeé-
trico. Nos interesan las ‘condiciones en las que la ecuacién (15)
tiene solucién y las propiedades de sus soluciones. Ademés, para
nosotros serd esencial sélo la propiedad de continuidad total del
operador correspondiente a la ecuacién (15) y no su forma integral.
Por lo tanto, realizaremos todas las consideraciones sucesivas
para la ecuacién en operadores

e=Ao+/, (16)

donde A es un operador arbitrario totaimente continuo definido
en el espacio de Hilbert H.
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Tomando T=/—A (donde / es el operador unidad), escri:
biremos la ecuacién (16) en la forma

To=F. (17)
Ademis de esta ecuacién, consideraremos la ecuacién homogénea
Tgo=0 (18)

y las ecuaciones conjugadas
THp=g, 19)
TP, =0 (20)

{T*=1—A*). La relacién existente entre las soluciones de estas
cuatro ecuaciones viene expresada en los siguientes teoremas de
Fredholm.

. La ecuacién no homogénea T ={ tiene solucion para ague-
las |, y solo aquéllas, que son ortogonales a feda solucién de la
ecuacion homogénea conjugada T*p,=0.

I1. (Alternativa de Fredholm.) O bien la ecuacion Tg={ tiene
una solucion, y sélo una, cualquiera que sea f€H o bien la ecua-
cion homogénea Tg,=0 tiene solucién no nula,

II1. Las ecuaciones homogéneas (17) y (19) tienen el mismo
nimero, ademds finito, de soluciones linealmente independientes.

Antes de pasar a demostrar estos teoremas, observemos que
son validos (en virtud de lo dicho en el punto 2) para ecuacio-
nes de nicleo simétrico. Ademés, como A y A* coinciden en
este caso, el teorema 111 resulta trivial.

Por otro lado, si A es un operador integral degenerado, las
ecuaciones correspondientes se reducen, como hemos visto, a sis-
temas de ecuaciones algebraicas lineales; los teoremas de Fredhiolm
se convierten, evidentemente, en esie caso en los teoremas sobre
sistemas lineales que hemos enunciado en el punto anterior.

Aprovechando que todo operador integmf es limite de una
sucesién convergente de operadores degenerados, podriamos de-
mostrar los tecremas de Fredholm mediante el correspondiente
paso al limile {(de nicleos degenerados a nicleos no degenerados).
Sin embargo, escogemos otro camino y daremos una demostracién
de estos teoremas que no estd relacionada con la consideracién
de ecuaciones degeneradas.

DEMOSTRACIGN DE LOS TEOREMAS DE FREDHOLM, Sea N (B) el con-
junto de los ceros de un operador lineal continuo B, es decir, el
conjunto de todos aquellos x € H para los que Bx.=0. Esta claro
que N (B) es siempre un subespacio lineal cerrado. Sea R (B) el
campo de valores del operador B, es decir, el conjunto de vecto-
res de tipo y=Bx. El conjunto R (B) constituye también una
variedad lineal, pero, en general, no cerrada.” Demosiraremos
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ahora que para el operador T =/—A esta variedad es cerrada.
LEMA 1. La variedad R(T) es cerrada.

DEMOSTRACION. Sean y, € R(T) y sea y,—y. Por hipétesis, exis-
ten vectores x,€ H fales que

yn:'-Txn:xn_Axn' [2“

Restando, si hace falta, de x, su proyeccion sobre N (T), pode-
mos aceptar que estos vectores son ortogonales a ¥ (7). Ademas,
podemos aceptar que {}x,|| estdn acotadas en conjunto. En efecto,
de lo.conirario, pasando a una sucesién, tendriamos [|x,||— oo

y, dividiendo por [lx,[, deduciriamos de (21) que in—

—A "II_J:HT_’O' Pero, como el operador A es totalmente conti-
= .

nuo, podemos aceptar, pasando de nuevo a una subsucesion, que

la sucesién {A ﬁ} converge. Por lo tanto, también J_;JT

. A n
convergera, digamos a un vector z€ H. Estd claro que |z{[=1
y T (2)=0, es decir, z€ N{(T). Suponemos, sin embargo, que los
vectores x, son ortogonales a N (T); luego, también el vector z
debe ser ortogonal a N(T). La confradiccion obtenida permite
suponer que |1x,,L| estan acotadas en conjunto. Al mismo tiempo,
la sucesién {Ax,; puede ser supuesta en este caso convergente;
entonces, como se desprende de (21), también serd convergente
la sucesién {x,}. Si x es el limite de esta sucesién, de (21) se
desprende que y="Tx. El lema queda demostrado.

LEMA 2. El espacio H es la suma directa orfogonal de los subespa-
cios cerrados N (T) y R(T), es decir,

N(T)DR(TH=H (22)
y andlogamente
N(T* @R (T)=H. @3)

DEMOSTRACION. Sabemos ya que los dos subespacios que figuran
en el miembro izquierdo de (22) son cerrados. Ademas, son orto-
%on‘a_les;.ya__que,_. si RENA(T), se tiene (h, T*x)=(Th, X)=0 para
odo x € H.-Falta por demostrar que no existe ningin vector no
nulo ortogonal simultineamente a- R{T¥ y N (T). Pero, si el
vector z es orfogonal a R(T*), enionces para cualquier XEH
tenemos (7'z, x).=(z, T*x) =0, es decir, z€ N (T). El lema queda
demostrado. 7
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Del lema 2 se desprende inmediatamente el primer teorema
de Fredholm. En efecto, f [ N(T*) cuando, y sélo cuande,
f€R(T), es decir, cuando exisle un ¢ tal que T'¢=/. _

Pongamos ahora H*= R (T* para cada k entero, de manera
que, en particular, A*=R(T). Esta claro que los subespacios H*
forman una cadena de subespacios encajados

HoH\oH!s .., (24)

y que, en virtud del lema 1, todos estos subespacios son cerra-
dos. Ademas, T (H*) = Hk+2,

LEMA 3. Existe un j fal que H*1=H* parg todo k3> |

DEMOSTRACGION. 5i no existe un fal j, es evidente que todos los
H* son distintos. En este caso podemos construir una sucesién
ortonormal {x;} tal que x,€ H* y son ortogonales a H*+:. Sea
! > k. Entonces,

Axy— Axy = — x4 (4, 4+ Txy,—Tx,)

v, consecuentemente, || Ax, —Ax, || =1 ya que x, -+ Tx,—Tx, € H*+1,
Luego, de la sucesion {Ax,} ne se puede. extraer ninguna subsu-
cesién convergente, lo que contradice a la continuidad total del
operador A. Con esto queda demostrado el lema.

LEMA 4. Si N(T)={0}, se tiene R(T)=H.

DEMOSTRACION. Si N (T)={0}, el operador 7 es biunivoco; de
manera que, siendo R (T)s=H, la cadena (24) consta de diferen-
tes subespacios y esto comtradice al lema 3. Luego, R (T)=H.
Analogamente, R (T*) =H, si se tiene N(T*) ={0}.

LEMA 8. Si R (Ty=H, se tiene N (T)={0}.

DEMOSTRACION. Como R (T) = H, tenemos, en virtud del lema 2,
N (T*)={0}; pero, entonces, en virtud del lema 4, R (T)=H ¥,
consecuentermente, N (T]=[0} por el lema 2.

Los lemas 4 y 5 constituyen en su conjunto el contenido del
segunde feorema (la alternativa) de Fredholm. Con esto queda
demostrado este teorema.

Demostremos,. finalmente, el tercer teorema de Fredholm.

Supongamos que el subespacio N (T) es de dimensién infinita.
Entonces, existe en este subespacio un sistema ortonormal infinito
{%}. Ademds, Ax,=x, de manera que para k=%t! {enemos
| Axy— Ax, ||=V'2. Pero, esto significa que de la sucesién {Ax,}
no se puede extraer ninguna subsucesién convergente, lo que
contradice a la continuidad total del operador A.
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Sea p la dimensién de N (T) y sea v la dimensién de N (7).

Supongamos que p < v. Sea {g,, ..., ¢} una base orforormal
en N(T) y sea ¥, ..., b, una base ortonormal de N (T*).
Tomemos

Sx= Tx+}2 x, o).

Como el operador S se obtiene del operador T agregindole un
operador degenerado, todos los resultados demostrados mas arriba
para el operador T son vilidos también para el operador S.

Probemos que la ecuacion Sx=0 tiene solamente solucion
trivial. En efecto, supongamos que

Tx +Iﬁ| (%, @) %;=0. 25)

Como los vectores ¥, son ortogonales, en virtud del lema 2, a
todos los vectores dé tipo Tx, de (25) se deduce que

Tx=10

y
(x, )=0 para 1< j<<p.

Luego, el vector x debe ser, por un lado, una combinacion lineal
de los vectores g; y, por otra lado, debe ser ortogonal a ellos.
Consecuentemente, x=0, De modo que la ecuacion Sx=0 tiene
solamente solucién trivial. Existe entonces, de acuerdo con el
teorema 2, un vector y tal que

Ty +;(y- Q) 0= Py

Estd claro que multiplicando esta igualdad escalarmente por
,.+1,. Obtendremos O en el miembro izquierdo y 1 en el miembro
derecho. Esta contradiccién ha surgido porque hemos supuesto
que p<v. Luego, p==v. Sustituyendo ahora el operador 7' por
T*, encontraremos que p>=v y, consecuentemente, p=v. El
teorema III queda demostrado completamente.

Observacion 1. Los teoremas de Fredholm tratan, de hecho,
sobre la posibilidad de invertir el operador A—/ y significan
que A=1 es o bien un punto regular para A o bien un valor
propio de multiplicidad finita. Por supuesto, todo lo que se afirma
en estos teoremas sigue siendo valido también para los operado-
res A—MI, donde As=0, Luego, fodo punio distinto de O del
espectro de un operador totalmente continuo es un valor propio
suyo de multiplicidad finita. Ademés, como sabemos, el conjunto
de estos valores propios es, a lo sumo, numerable. Recordemos,
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de paso, que el punto 0O siempre pertenece al espectro de un
operador totalmente continuo en un espacio de dimensién infi-
nita; pero, en general, no es:necesariamente valor propio. Los
operadores totalmente continuos, para los cuales 0 es €l dnico
punto del espectro, son llamados operadores (abstractos) de Vol-
tferra. ;

Observacién 2. Hemos demostrado los tecremas de Fredholm.
para la ecuacién de tipo ¢=Ap+4f, donde A es un operador
totalmente continuo en el espacio de Hilbert. Estos tecremas
pueden ser extendidos, sin modificaciones sustanciales, al-.caso.
de un espacio de Banach arbitrario £. En.este caso, claro.esia,.
la ecuacion conjugada p = A*P 4 g serd una ecuacién -en el ,
cio E*; la condicion de ortogonalidad {f, ¥;)==0 debe com <
derse en el sentido de que toda funcional dei subespacio N*< E*,
de soluciones de la ecuacién A*p,=0 se anula en el elemento
f€E, ete. Una exposicién de los teoremas de Fredholm para el
caso de ecuaciones en espacios de Banach se puede ver, por
ejemplo, en el libro de L. A, Lusternik y V. 1. Sébolev «Ele-
mentos del Anilisis Funcional».

5°. Ecuaciones de Volterra. Se llama ecuacién de Volterra (de
segunda especie) a la ecuacién integral

o) = K@ o+, (26)

donde K (s, #) es una funcién medible acotada: |K(s, #)[<<M.
Puesto que esta ecuacién puede ser considerada como un caso
particular de la ecuacién de Fredholm (con nicleo igual a cero
f)ara £>>5), los teoremas de Fredholm son vélidos también para
a ecuacion (26). No obstante, para las ecuaciones de Volterra
estos teoremas pueden ser precisados del modo siguiente. La ecua-
cion de Volterra (26) tiene una solucién, y sdlo una, cualgquiera
que sea la funcién f € L,.

En efecto, repitiendo {extualmente los razonamientos del
punto 4 del § 4 del cap. II, veremos que cierta potencia del
operador

Ap={K(s Howat
es un operador contraido y, por lo tanto, la ecuacién homogénea

tiene solucién vinica (trivial). De aqui se desprende en virtud de
los teoremas de Fredholm, nuestra afirmacién.
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EJIERCICIO. Copsideremos en un segmenfo una ecuacién Integral de Fred-
holm de segunda especie con nificleo continuo. Demuéstrense para esta ecua-
cién los tecremas de Fredholm en el espacio de funciones continuas. En este
caso, €l papel de secuacién conjugadas lo desempefia la ecuacién integral de
niicleo transpuesio y la ortogonalidad se comprende en el sentido de L,.

6°. Ecuaciones integrales de primera especie. Se llama ecuacidn
abstracta de Fredholm de primera especie a la ecuacion de tipo

Ag=Ff, 27)

es decir, a una ecuaciéon que contiene la funcién incégnita sélo
bajo el signo de operador totalmente continuo.

La resolucion de uma ecuacién de este tipo constituye un
problema mas complejo, en general, que la resolucion de una
ecuacién de segunda especie y para una funcién arbitraria f€ L,
la ecuacion (27) puede no tener solucion.

Consideremos primero, a titulo de ejemplo elemental, la
ecuacion

Fo) = o @) dt,

es decir, una ecuacion de nicleo
{1 para {<Is,

K% t)_l 0 para f > s.

Ella tiene solucién obvia @ (s)=f"(s) cuando f es absoluta-
mente continua y pertenece a L,; no tiene solucion en el caso
contrario.

Probemos que también en el caso general la ecuacién (27)
puede no tener solucién para una f€ f arbitraria. En efecto, si
la ecuacion A@=/{ tiene solucién para cualquier f€ H, ello sig-
nifica :que-este operador transforma. # en todo el H. Probemos que
esto-es imposible. Todo el espacio H puede ser representado como
la unién de una cantidad numerable de bolas S, (por ejemplo,
de las bolas de radio 1, 2, ..., n... v centro en el cero). El
operador ' totalmente continuo A transforma cada una de estas
bolas en un conjunto comPacto. De manera que AH es la union
de una cantidad numerable de compactos. Pero, cualquier com-
pacto es nunca denso en H; al mismo tiempo, H, al igual que
cualquier espacio meétrico completo, no puede ser representado
como la unién de una cantidad numerable de conjuntos nunca
densos. Luego, AH == H; en otras palabras, cualquiera que sea
el operador A totalmente continuo en H la ecuacién, Ap=f no
puede tener solucién para ftoda fEH.
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Otro momento sustancial en la solucidn de ecuaciones de
primera especie consiste en que eén H un operador, inverso de un
operador totalmente continuo, no es acotado. Por lo tanto, si f,
y f, son dos elementos proximos de H y ambas ecuaciones

Ag,=f, y Ag,=f;

henen solucién, las soluciones correspondientes ¢, =A-f, vy
9, = A~1f, pueden distinguirse considerablemente una de ofra. En
otras palabras, un error tan pequefio como se quiera‘en el {érmirio
independiente de la ecuacién puede conducir a un error tan grande
como se quiera en la solucién. Los problemas, en los ‘ue una
pequefia variacion en los datos iniciales lleva & una pequena
variacién - en la solucién (la palabra <pequefia» puede ser com-
prendida en diferentes problemas de modo distinto), se llaman
correctos. La solucién de una ecuacién integral de primera especie
(a diferencia de una ecuacién de segunda especie) es un problema
no correcto. En los Gltimos fiempos se han difundido mucho los
problemas no correctos y han obtenido un gran desarrollo los
métodos de su regularizacidn (es decir, métodos que permiten
reducirlos a problemas correctos en uno u otro sentido). Sin
embargo, la exposicién de estas cuestiones sale de los margenes
de este libro.

§ 3. ECUACIONES INTEGRALES CON PARAMETRO.
METODO DE FREDHOLM

1°. Espectro de un operador totaimente continuo en H. Consi-
deremos la ecuacidn

o=Mo+f

(I—2rA)yg=F, (D

donde A es un operador fotalmente continuo en el espacio H de
Hilbert y A es un parimetro numérico.

En virtud de la aliernativa de Fredholm, pueden darse dos
y s6lo dos casos:

1) La ecuacion (1) tiene para A prefijado una solucién, y solo
una, cualquiera que sea f€ H.

2) La ecuacion homogénea ¢ = AA¢ tiene solucién no nula.

En ‘el primer caso el operador /—AA aplica, ademds biuni-
vocamente, H en todo el H. De aqui se desprende la existencia
del operador inverso acotade (/—AA)-!. Esta claro que esto

equivale a que el operador (AM%!)ﬁl existe y es acotado; en

0, que es lo mismo,
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otras palabras, “:‘C no pertenece, en este caso, al espectro del

operador A.
Supongamos ahora que tiene iugar la segunda posibilidad,
esto es, que existe un elemento ¢, € H diferente de cero tal que

|
®=rAG, 6 Apy=3-¢,

es decir, —;— es valor propio del operador A,

Obtenemos el resultado siguiente: fodo nimero p.-_'--%- distin-

fo de cero o bien es un valor propio del operador fotalmente con-
tinuo A o bien es un valor regular. En otras palabras, el especiro
continuo de un operador totalmente continuo o bien no existe o
o bien consta solamente del punto p=0.

Uniendo lo que acabamos de decir con el teorema 4 del § 6
del cap. 1V, obtenemos que el espectro de un operador total-
mente continuo en H puede ser descrito del modo siguiente. El
espectro de cualquier operador A totalmente continuo en H consta
de un numero finito 0 numerable de valores propios distintos de
Cero iy, My, .., M, ..., cada uno de los cuales es de multipli-
cidad finita“, y del punto cero; éste es el finico punto posible
de acumulacién de la sucesion {u,}. El propio punto p =0 puede
ser 0 bien un valor proi)icu de multiplicidad finita o infinita o
bien un punto de acumulacién del conjunto de valores propios.
Como hemos demostrado en el punto 5, para la ecuacion

9=ArBe+/,
donde B es un operador de Volterra, siempre tiene lugar el pri-
mer caso de la alternativa de Fredholm (existe la solucién para

cualquier f€L,). En otras palabras, el espectro de un operador
de tipo de Volterra consta sélo del punto p=0.

__2° Representacién de la solucién en forma de una serie de
potencias de A. Determinantes de Fredholm. La solucién de la

ecuacién _
(I—rA)o=f
puede ser escrita formalmente como
9= (I —AA)~1f. )

Esta férmula define, efectivamente, la solucién cuando {|AA | < 1,
es decir, cuando |x|<m;-", ya que en este caso el operador

1 p=0 pertenece necesariamente al espectro del operador A ya que A~!
no puede ser acotada en H.
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(1—hA)-1 existe, esta definido en todo H y es acotado (véase
el punto 7 del § 5 del cap. IV). Ademas, el operador (/— AA4)~!
puede ser considerado, en este caso, como la suma de la serie
de potencias

(I—hA) =T+ A RA -, R APA
cuya convergencia (respecto a la norma) estd garantizada por la
condicién Hl(iT-‘]i_r' Luego, la solucién (2) de nuestra ecua-
cién (1) puede ser representada en la forma

Q=F+AAf4RA 4 AATf NE)

Este mismo resultado se obtiene, si la soluciéon de la ecuacién
(1) se busca en forma de la serie de potencias

(I}Aztpn+}"q3l.+-'-'+a'"[pn"!'-‘-

(donde ¢, ya no dependen de A). Tomando esta serie en lugar

de @ en los miembros derecho e izquierdo de la ecuacién g =

= hAg--f e jgualando después los coeficientes de potencias igua-

les de A en ambos miembros de la igualdad, obtendremos
q’o=ft ¢1=Af! vy ¢4=A(pn-1=‘q”f’ ey

es decir, la serie (3).

Probemos que si A es un operador integral definido por un
nicleo K de cuadrado integrable, el operador (f —AA)-! puede
ser representado, para valores suficientemente pequefios de 2,
como ?a suma [ + I, del operador unidad [ y de un operador infe-
gral T'; con nicleo de cuadrado integrable que depende de A. Veamos
primero la forma que tienen en este caso los operadores A%, A7,

ete. Consideremos, con este fin, un problema mas general: sean
dados dos operadores integrales

b b
A=K owd, Be=§Qs oy,
donde : ¢

ey
L T

b b
|K2 (s, 1)|dsdt =k* <oo, §§]Q2(s, 1)|dsdt=¢q* <oo.

Busquemos la forma del operador AB. Tenemos

b b bed
ABp= E{K (s, u)gQ (u, Do) d(} du= S{SK(S. @) Q (u, t)du}rp(f}df-
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La posibilidad de cambiar aqui el orden de integracién se des-
prende del teorema de Fubini ya que el integrando

K(s, )Qu, o (t)

es sumable respecto al conjunto de variables u y £ por ser pro-
ducto de dos funciones

K(s, )o(f) y Q(u, t)

de cuadrado integrable cada una.
Tomemos
b

R(s, )= K(s, w)Q (e, t)du; )

en virtud de la desigualdad de Cauchy— Buniakovski, tenemos

h b
IR s, 0| < S 1K s, w)|du § (@3 (u, )] d,
de donde
b b
§S R, 1) dsdt <ioge.

Luego, el producto de los operadores integrales de tipo de Fred-
holm es un operador del mismo tipo cuyo nficlen viene dado
por la férmula (4). En particular, tomando A= B, encontramos
que A? es un operador integral de nficleo

]
Ky(s, )= K (s, 0) K (u, t)du
que verifica la condicién
-] b b 2
{1k, t}!a‘sd&g[s (1K s, f)[dsdt] =kt

de donde || A% || < 2.
Anélogamente obtenemos que cada uno de los operadores A*
esta definido por el nicleo

b
Ko )= Kei(s ) K (u, )du (=2, 3, ...)
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que satisface la condicidn

b b
§§ K26, 0yl dsat < hom, 5)

aa

b b
donde, igual que antes, k’=s S]K’ (s, {)|dsdt.

En virfud de la estimacién (), la serie
MK (5, )+ MK, (5, D) 4. . +A7K, (5, )+ . ..

converge para ]M(%— en el espacio L,([a, b]x|ae, b]) hacia

una funcién T (s, #, A), cuyo cuadrado es sumable respecto a s

y ¢ para todo [M-(T;-'. El operador integral I',, para el que
Ja funcién T'(s, £, }) sirve de nfcleo, es la suma de la serie

AAFMAYY- L AT (6)

Pero, agregando a esta suma el operador unidad /, obtendre-

mos precisamente el operador (/ —AA)~'. Luego, para |M<—;c

el operador (/—AA)~! es, efectivamente, la suma del operador
unidad / y del operador totalmente continue T, de niicleo

o

(s, t, &)= D, MK, (s, ).

n=t

— 1 e 5
La condicién |2} < - es suficiente para la convergencia de

la serie (6), pero no necesaria. En algunos casos puede ocurrir
que esta serie converja para todos los valores de 4. Por ejemplo,
si A es un operador de tipo de Volterra con un nicleo que
satisface la condicidn

[K (s, <M

se puede probar mediante cilculo directo que para los corres-
pondientes niicleos K, (s, #) es valida la estimacion

Mn (b—a)r
|Kas, ) < 2=,

de donde se deduce la convergencia de la serie (6) para cual-
quier A.

Sin_embargo, la serie de polencias (6) tiene, en general, un
radio finito de convergencia. Al mismo tiempo, la ecuacién
@=hAgp L+ tiene solucion para todos los A, excepto un nomero
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finito o numerable de valores, a saber, exceplo aquellos valores
para los cuales % es valor propio del operador A. Fredholm
demostré que para un operador integral 4 definido por un nicleo

acotado y continuo K (s, t) la solucion de la ecuacién ¢ = Adgp -+ f
puede ser encontrada del modo siguiente. Designemos
s Y Kilsy 2) waan K1)
£ b

K(SN’ l} K(sﬂ‘ fi)
y definamos las funciones D(&) y D (s, ¢, %) mediante las fér-
mulas

- : £, Al 20 B BN
D(A}_I—L.SK ; d§,+~2—5'51( \dE, dt, ...

“ Y
‘-i-(—l)"ﬁj...EK(EI:::E::)dE,...d§n+... @
s (s B
+%55K(j§1§2)d&1a§z+
4-(—1)"’-,;35 .SK Rt ®

Entonces, segin Fredholm, la solucién de la ecuacidn integral

b
9 ()= K(s )9(s) ds+f (1)
viene dada por la férmula

D(s

olt)=f (c)+j 2L f(s)ds ©

para todos los valores de A tales que -Jl;- no es valor propio del
operador integral A correspondiente al nficlec K (s, {). Ademads,
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las funciones D(A) y D{(s, #, A} son funciones analiticas enteras
del parametro 2 y D(A)=0 cuando, y sélo cuando, -.l— es un

valor propio del operador integral A. Como ha demosirado
T. Carleman en 1921, las férmulas (7), (8) y (9), obtenidas por
Fredholm para el caso de un nicleo continuo K (s, #), tienen
lugar también para cualquier nicleo de cuadrado integrable.
No daremos aqui la deduccién de la férmula (9) y de las for-
mulas (7) y (8).
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